UFAS SETIF 1. DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES. FACULTE DES SCI-
ENCES. 14 MAI 2018. DUREE : 1H 30 MN. EXAMEN DU MODULE :
PROBLEME CONIQUE. ENSEIGNANT M. ACHACHE

Exercice 1 (3 pts) Soit L le cone propre de Lorentz c.a.d
L = {(z,t) e R"xR : |z, < t}.
Montrer que L™ est auto-duale.

Exercice 2 (8.5 pts) Considérons le programme linéaire conique primale
sur le cone de Lorentz suivant :

(P) : p"= min x s.c. zo+x3 =0,—x1 <10, ||(21,22)]|, < z3, 73 > 0.

(x1,22,23)

1. (3pts) Montrer que P est solvable.

2. (3 pts) Déterminer son duale D et montrer qu’il est solvable.

3. (0.5 pt) Déduire que p* # d* avec d*est la valeur mazimale de D.

4. (2 pts) Quel hypothése qui manque dans les deux problémes P et D pour
assurer la dualité forte?

Exercice 3 (8.5 pts) (Fonctions auto-concordantes et méthode de Newton)
Soit la fonction f: R — R définie par :

1
f(x):x2—§lnx, re€domf={xreR:z>0}.

1- (2.5 pts) Montrer que f est une fonction k—auto-concordante sur son
domf.

2- (2 pts) Onveut calculer approximativement l'unique minimum x*tel que
o
f(@") = min f(z)

par l’algorithme de Newton tout en démarrant par les points initiaux suivants

20 =045, 2° =054 et 2°=1

D’apreés vous quels sont les points initiaux acceptables pour démarrer l’algorithme?
3- (4 pts) Effectuer une itération de Newton pour les choix acceptables de
2%et déduire.



Correction partielle de I'examen

Exercice 1.
L est auto-duale si et seulement si :

Ln—&—l — (L:77,—i-1)>s<7

ou
(L) ={(y,): y w45t >0V(w,t) € L}

Soit (y,s) € L et pour tout (z,t) € L on a :
lylly < s et flzfly, < t.
Alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il s’ensuit que :
y'a+ st > —|lzll, llyll, + st > 0. (1)
Ce qui montre que (y,s) € (£")*. Inversement, soit (y,s) € (L""!)* alors
y'w+ st >0V(x,t) € LM
1l suffit donc de prendre
r=—y ett=yl,
et il découle que :
—llylls +slyll, = 0= [lyll, < s = (y.5) € L™ (2)

Finalement, de (1) et (2), on déduit que £"*est un cone auto-duale.
Exercice 2.
1- On a :

(P) p*= min xzs.c. zo+x3=0,—21 <10, ||[(z1,22)], < z3, 23 > 0.

(x1,%2,23)

Alors Décriture matricielle de P est comme suit :

p* =minc’x s.c. Az =0b, ||(21,32)|, < 3, 23 >0

B 1 1 0 B 0 B T
A—( 00 _1>,b—(_10)etc-(l,O,O,O).

2

where

0
1



L’ensemble réalisable de P est donné par :

f(,])> - {(I’l,$2,$3,$4) € R4 P X2 +I’3 == 07 —I1 S 107 ||($17I2)H2 S X3, T3 Z 0}

= {(371,1'2,(133,334) ER*: 29+ a3=0,24 =10+ 31, et 27 + 25 < 22, 23,24 > 0}
ou x4 est un variable d’écart. Alors :
f‘(,P) = {(0,%2, —Z2, 10) 1 Xo € R} .

Par conséquent le probléme P,est minoré par 0 et réalisable. Il est donc
solvable c.a.d p* = 0 est atteinte pour

¥ =(0,1,-1,10)".
2- Le duale D de P est donné par :

(D) I(narsibTy =10y s.c. ATy+2=c, ||(21,22)|, < 23, 23,24 > 0.
Y,z

L’ensemble réalisable de D est défini par :

1
0 Y1 2

+ =
0 (yz> 3
~1 4
22422 <23 23,24 > 0

_ [ W) eRXR iyt =1, i+ 2=0, y1+23=0, 24 — 12 =0,
22422 <28 23,24 >0
{(y,z) ERZxR*: 21 =0, y1=—20=—23, g =24 = 1 }
= {(y1,92) = (a,1) : a < 0}.

Le probleme duale D est majoré par —10 et réalisable donc il est solvable
c.a.d il existe un y* = (a, 1) tel que d* = —10.

3- Le saut de dualité entre P et D n’est pas nul car p* # d*.

4- Comme les deux problémes ne satisfient pas 'hypothése de stricte fais-
abilité alors la dualité forte n’est pas assurée.

Exercice 3.

1- Soit f(z) =2 — LInz, et ces trois dérivées successives sont données par

ISR
—~

F(D) = (y,2) € RZxR* :

O~ Rk O
N
OO O =

N

Fla) = 20— L, f(x) = —

5 (42 +1) >0 et f"(z) =

212

3



On a:
" 2 1
S@f o w8
(f”(l‘))g 8%(4x2+1)3 (45(]2—|—1)3 >

et par conséquent on déduit que :

8, Vx>0,

"

1" (@) < 2V @),V 2 0,

ce qui montre que f est ( kK = v/2)—auto-concordante sur son dom.f.
2- Les points initiaux 2° pour démarrer ’algorithme de Newton sont accept-
ables si la proximité :

B |42% — 1]

Az) = g*(z)H ' (x) a2

vérifie la condition :

1 1

5% 33 0.2357.

Pour x° = 0.45 alors A\(0.45) = 9.9862 x 1072 < 0.2357 donc z° = 0.45 est
acceptable.

Pour 2° = 0.54 alors A\(0.54) = 7.9941 x 1072 < 0.2357 donc z° = 0.54 est
acceptable.

Pour 2° = 1 alors A\(1) = \/% = 0.94868 > 0.2357 donc 2° = 1 n’est pas
acceptable.

Calcul d’une itération par 'algorithme de Newton en démarrant par le point
initial 2° = 0.45 .On a :

AMz%) <

2t = 2% + Az® = 0.49275

avec

Az’ = —H '(2%)g(2") = 4.7238 x 1072,

est la direction de Newton au point 2°.
Pour 2% = 0.54,0n a :

$1 _ [BO _ H_1($O)Q<IL‘O)
0.15407

=0.54 — 4.14 1072 = 0.498 52.
N 0.5 76 % 10 0.498 5

= 0.54 —




En utlisant le test d’arrét la proximité \(z*) pour comparer ces deux résultas
liés & chaque point initiale.
Pour 2! = 0.49275, associe & 2° = 0.45, on a :

4 1\2
Xoas(zh) = B Z 1 14,
8(x1)2 +2
Pour ! = 0.498 52, associe a 2% = 0.54, on a :
Aty — 1
Aosa(xt) = M) 1] 0.000296.
8(x1)2 + 2

Il est claire qu’avec le deuxiéme choix de z°,0on obtient une bonne approxi-
mation de 'optimum de f car :

)\0‘54($1) < >\o.45(I1).

Remarque : Le minimum exacte de f sur son domaine est tel que f'(z) = 0.
Alors :

¥ =0.5

et on déduit aussi que x! = 0.498 52, est une bonne approximation de z*.



