
Table des matières

1 Tribus et mesures 3

1.1 Rappels sur la théorie des ensembles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Algèbres et tribus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Mesures positives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4 Propriétés des mesures, mesures extérieures, mesures complètes. . . . . . . 13

1.5 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens. . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Fonctions mesurables 23

2.1 Fonctions étagées. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Fonctions mesurables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Caractérisation de la mesurabilité et stabilité de L0(X): . . . . . . . . . . . 26

2.4 Quelques propriétés des applications mesurables. . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Convergence p.p et convergence en mesure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Fonctions intégrables 37

3.1 Intégrale d�une fonction étagée positive. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Intégrale d�une fonction mesurable positive, convergence monotone et lemme

de Fatou. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3 Application : Mesures à densité par rapport à une autre mesure . . . . . . 46

3.4 Intégrale d�une fonction mesurable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.5 L�espace L1(�) des fonctions intégrables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

1



3.6 Théorème de convergence dominée dans L1(�): . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.7 Comparaison de l�intégrale de Lebesgue avec l�intégrale de Riemann. . . . . 56

3.8 Continuité et dérivabilité sous le signe
R
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4 Produit d�espaces mesurés 62

4.1 Produit d�espaces mesurables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.2 Mesure produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3 Théorèmes de Fubini et conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2



Chapitre 1

Tribus et mesures

1.1 Rappels sur la théorie des ensembles.

Dans toute la suite, on considère un ensemble de baseX. On rappelle que P(X) désigne

la famille de tous les sous-ensembles de X: Pour tout sous-ensembles A et B de X on a

Ac = fx 2 X : x =2 Xg ; le complémentaire de A dans X.

AnB = fx 2 X : x 2 A et x =2 Bg = A \Bc = An(A \B)

A�B = (AnB) [ (BnA) = (A [B)n(A \B)

Dénombrabilité

Dé�nition 1.1.1 L�ensemble E est dit dénombrable s�il est en bijection avec une partie

de N: En d�autres termes, on peut écrire

E = fxn : n 2 Ng = fx0; :::; xn; :::g

Remarques 1.1.2 1) Tout ensemle �ni est dénombrable.

2) N; Z; Q sont dénombrables mais R n�est pas dénombrable.

3) Toute partie d�un ensemle dénombrable est dénombrable.

4) Si pour tout entier n 2 N; l�ensemble An est dénobrable, alors
+1[
n=1

An est dénombrable.
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5) La propriété 4) reste vrai si l�on remplace la suite d�ensemble (An)n>1 par famille

dénombrable (Ai)i2I , c�est-à-dire avec I dénombrable .

Limites d�ensembles

Dé�nition 1.1.3 Soit X un ensemble non-vide et (An)n>1 une suite de parties de X, on

dé�nit la limite supérieure et inférieure de la suite (An)n>1 par

limAn = lim sup
n

An :=
\
n>1

[
k>n
Ak =

+1\
n=1

+1[
k=n

Ak

limAn = lim inf
n

An :=
[
n>1

\
k>n
Ak =

+1[
n=1

+1\
k=n

Ak

La notation inf sup et sup inf est à prendre au sens de la relation d�ordre partiel � sur les

parties de X.

Pour les suites réelles, rappelons que si (an)n est une suite dans R, on dé�nit

lim
n
sup an = inf

n�1
sup
k�n
ak

lim
n
inf an = sup

n�1
inf
k�n
ak

Ces deux nombres existent toujours dans R = [�1;+1] :

De même si (fn)n est une suite de fonctions d�un ensemble X dans R; fn : X �! R; on

dé�nit lim
n
sup fn et lim

n
inf fn comme fonctions de X dans R�

lim
n
sup fn

�
(x) = inf

n�1
sup
k�n
fk(x)�

lim
n
inf fn

�
(x) = sup

n�1
inf
k�n
fk(x)

Remarque 1.1.4 Noter que

limAn � limAn (1.1)

En e¤et,
\
k>n
Ak � Ak pour tout k > n. On a donc

\
k>n
Ak �

[
k>n
Ak pour tout n: On a alors

pour tout n \
k>n
Ak �

\
n>1

[
k>n
Ak = limAn
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Finalement, [
n>1

\
k>n
Ak � limAn

C�est à dire l�inclusion (1.1).

Proposition 1.1.5 (Suite convergente d�ensembles)

1) Si (An)n est croissante i.e. An � An+1, 8n � 1; alors

limAn = limAn =
+1[
n=1

An

2) Si (An)n est décroissante i.e. An+1 � An, 8n � 1; alors

limAn = limAn =

+1\
n=1

An

Dans les deux cas on dira que la suite (An)n est convergente.

Fonctions caractéristiques d�ensembles

Rappelons que la fonction caractéristique (ou indicatrice) �A d�une partie A de X est la

fonction �A : X �! R dé�nie par �A(x) =

8<: 1; si x 2 A

0; si x =2 A
.

La fonction indicatrice véri�e les propriétés suivantes

Proposition 1.1.6 Soient X un ensemble non vide et A;B � X:

1) Si A \B = � alors �A[B = �A + �B:

2) On a �Ac = 1� �A et si B � A alors �AnB = �A � �B:

3) Si (An)n une suite de parties de X on a alors

�limAn = lim
n
inf �An et �limAn = lim

n
sup�An

De plus si les An sont disjoints deux à deux, alors � [
n2N

An =
+1X
n=1

�An
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1.2 Algèbres et tribus

Dé�nition 1.2.1 Soit X un ensemble et M � P(X) une famille de parties de X. On

dit queM est une tribu (ou �-algèbre) sur X; si l�on a les trois propriétés suivantes

(c1) � 2M.

(c2) Si A 2M alors Ac 2M:

(c3) Si (An)n>1 est une suite deM alors
+1[
n=1

An 2M:

Les éléments deM sont appelés les parties mesurables de X et on dit que (X;M) est un

espace mesurable.

Remarque 1.2.2 SiM est une tribu sur X alors,

(i) X 2M car X = �c 2M d�aprés (c1) et (c2) de la dé�nition précédente.

(ii) Si (An)n>1 est une suite deM alors
+1\
n=1

An 2M: En e¤et, par (c2) et (c3), An 2M

implique que
+1\
n=1

An =

 
+1[
n=1

Acn

!c
2M:

(iii) Si A;B 2M alors AnB;A�B 2M car

AnB = A \Bc 2M et A�B = (AnB) [ (BnA) 2M:

Dé�nition 1.2.3 On appelle Algébre de parties d�un ensemble X toute famille A de

parties de X véri�ant les propriétés suivantes

1) � 2 A

2) Si A 2 A alors Ac 2 A

3) Si A;B 2 A alors A [B 2 A:

Remarque 1.2.4 Une tribu est une algèbre d�ensembles stable par réunion dénombrable.

Exemples 1.2.5 Soit X un ensemble non vide.

1) La famille P(X) de toute les parties de X est la plus grande tribu sur X.
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2) La familleM = f�;Xg est la plus petite tribu sur X.

Proposition 1.2.6 Si l�algèbre A véri�ée la propriété

(Bn)n�1 � A; (Bn)n�1 est croissante =)
1
[
n=1
Bn 2 A

alors A est une tribu sur X.

Démonstration. Soit (An)n�1 � A une suite de parties deX: Si on poseBn =
n
[
k=1
Ak 2 A;

la suite (Bn)n�1 est croissante donc
1
[
n=1
Bn 2 A: D�autre part il est clair que

1
[
n=1
Bn =

1
[
n=1
An; d�où

1
[
n=1
An 2 A

Proposition 1.2.7 M est une tribu sur X si, et seulement si

(1) � 2M.

(2)M stable par complémentation et intersection �nie.

(3) Si (An)n>1 est une suite deM disjoints deux à deux (i.e. Ai \Aj = �; 8i 6= j); alors
+1[
n=1

An 2M:

Démonstration. 1) =))évident

2)(=) soit donc (An)n>1 �M, on pose8><>:
B1 = A1

Bn = An \
�
n�1
[
i=1
Ai

�C
; n � 2

(1.2)

et on montre que i) Bn 2M, ii) Bm \Bn = �; 8n 6= m;iii)
+1[
n=1

An =
+1[
n=1

Bn:

i) Bn = An \ Ac1 \ ::: \ Acm \ ::: \ Acn�1 2M (d�aprés l�hypothèse (2))

ii) Pour tout n 6= m; si n > m on a

Bm \Bn � Am \Bn = Am \
�
An \ Ac1 \ ::: \ Acm \ ::: \ Acn�1

�
= �
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d�où Bm \Bn = �; 8n 6= m:

iii) On a Bn � An =)
+1[
n=1

Bn �
+1[
n=1

An:

Soit x 2
+1[
n=1

An, il existe n � 1 tel que x 2 An: On pose r la plus petite n � 1 qui

véri�e x 2 An i.e.

r = min fn 2 N; x 2 Ang

alors x 2 Ar; x =2 Ar�1; x =2 Ar�2; :::et x =2 A1 ce qui donne x 2 Br; alors x 2
+1[
n=1

Bn

donc
+1[
n=1

Bn =
+1[
n=1

An:

Alors
+1[
n=1

An 2M (d�après l�hypothèse (3) )

Lemme 1.2.8 Soit (Mi)i2I une famille quelconque de tribus sur X. Alors
\
i2I
Mi est

encore une tribu sur X:

Démonstration. La véri�cation est immédiate.

Dé�nition 1.2.9 Soit S une famille de parties de X. On note �(S) l�intersection de

toutes les tribusM contenant S: Alors, �(S) est une tribu sur X appelée tribu engendrée

par S. C�est la plus petite tribu sur X qui contient S.

En pratique, pour montrer qu�une tribu M est la tribu engendrée par S il su¢ t de

montrer que toute tribu contenant S contientM.

Tribu borélienne ou tribu de Borel

Rappelons que, si X est un espace topologique (métrique), sa topologie O est l�ensemble

de ses ouverts. La famille de parties O n�est pas une tribu (sauf cas très partiuculiers),

par example, si X = R on a
�
� 1
n
; 1
�
2 O pour tout n � 1 mais

+1\
n=1

�
� 1
n
; 1
�
= [0; 1[ =2 O:

Dé�nition 1.2.10 La tribu borélienne d�un espace topologique (X;O) est �(O); la tribu

engendrée par O: On la note B(X). Un borélien est un ensemble mesurable A 2 B(X).

8



Proposition 1.2.11 La tribu borélienne B(X) est aussi engendrée par les fermés de l�es-

pace topologique X.

Démonstration. Soit

F = fA � X=A fermég

Si A 2 F =) Ac 2 B(X) =) A 2 B(X) donc F � B(X) alors �(F) � B(X):

Inversement, soit � 2 O un ouvert de X, alors �c 2 F ��(F) donc � 2 �(F): Ce qui

montre que O ��(F) et puisque B(X)=�(O) on a B(X)��(F).

Lemme 1.2.12 Tout ouvert non vide de R est réunion dénombrable d�intervalles ]a; b[ :

Démonstration. Soit � un ouvert non vide de R: Posons la partie A � Q2 dé�nie par

A =
�
(p; q) 2 Q2; p < q : ]p; q[ � �

	
:

Si x 2 �; il existe "x > 0 tel que ]x� "x; x+ "x[ � �. Par la densité de Q dans R en peut

prendre px; qx 2 Q véri�ant

x� "x � px < x et x < qx � x+ "x

il résulte que

x 2 ]px; qx[ � ]x� "x; x+ "x[ � �;

d�où px; qx 2 A; donc

x 2 ]px; qx[ �
[

(p;q)2A

]p; q[ ;

c�est-à-dire � �
[

(p;q)2A

]p; q[ : Inversement, si x 2
[

(p;q)2A

]p; q[ ; il existe px; qx 2 A avec

x 2 ]px; qx[ � � d�où x 2 �: On en déduit

� =
[

(p;q)2A

]p; q[ :

Cette réunion est dénombrable car la partie A � Q2 est dénombrable.
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Théorème 1.2.13 (La tribu B(R))

La tribu B(R) est engendreé par les intervalles ]a;+1[ pour a 2 R:

Démonstration. Soient S = f]a;+1[ ; a 2 Rg la famille de toute les intervalles ]a;+1[

et O l�ensemble des ouverts de R. Il est clair que S � O alors �(S)� B(R) car par

dé�nition on a �(O)= B(R). Maintenant, montrons queO ��(S); soit � 2 O alors, d�aprés

le lemme précèdent, � est une réunion dénombrable d�intervalles de la forme ]a; b[ c-à-d

� =

+1[
n=1

]an; bn[ : Pour tout a; b 2 R avec a < b on a

]a; b[ = ]�1; b[ \ ]a;+1[ et [b;+1[=
+1\
n=1

�
b� 1

n
;+1

�
:

Pour tout n � 1 on a
�
b� 1

n
;+1

�
2 S ��(S) donc la stabilité par intérsection garantit

que [b;+1[2 �(S) et par complémentaire,

]�1; b[ = ([b;+1[)c 2 �(S)

et ]a;+1[ 2 S ��(S) ce qui donne ]a; b[ 2 �(S). Alors, � =
+1[
n=1

]an; bn[ 2 �(S). Finale-

ment on obtient l�inclusion O ��(S) ce qui implique que B(R)��(S):

1.3 Mesures positives.

Dé�nition 1.3.1 Soit (X;M) un espace mesurable, une mesure positive (mesure) sur

(X;M) (ou, plus simplement, sur X) est une application d�ensembles � :M�! [0;+1]

véri�ant les propriétés suivantes

(c1) �(�) = 0.

(c2) Pour toute suite (An)n>1 �M de parties mesurables deux-à-deux disjointes, on a

�(
+1[
n=1

An) =
1X
n=1

�(An):

On dit que (X;M; �) est un espace mesuré.
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Dé�nition 1.3.2 Soient X un ensemble et M une tribu sur X. On appelle probabilité

une mesure P surM telle que P(X) = 1:

On dit que (X;M;P) est un espace probabilisé et les éléments de M sont appelés les

événements.

Exemples 1.3.3 1) Mesure de comptage. Sur (X;P(X)); on dé�nit la mesure de

comptage par 8<: �(A) = card(A); si A est �ni

�(A) =1; sinon

2)Mesure de Dirac en un point. Soit X un ensemble et x0 2 X un point de X: Pour

tout sous-ensemble A de X; la mesure �x0 de Dirac (sur P(X)) au point x0 est dé�nie par8<: �x0(A) = 1; si x0 2 A

�x0(A) = 0; si x0 =2 A

On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

3)Mesures discrètes. Soit X un ensemble, (an)n�1 une suite de points de X et (�n)n�1

une suite de réels strictement positifs. Pour toute partie A de X on pose

�(A) =
1X
n=1

�n:�an(A) =
1X

n=1;an2A
�n

On dé�nit ainsi une mesure positive sur P(X) que l�on note

� =
1X
n=1

�n:�an :

Proposition 1.3.4 Soit (X;M; �) un espace mesuré. La mesure � possède les propriétés

suivantes

1) (La monotonie). Si A;B 2M avec A � B alors �(A) � �(B):

2) Si A;B 2M avec A � B et �(A) <1 alors �(BnA) = �(B)� �(A):

3) (La sous-additivité). Pour toute suite (An)n>1 dansM on a

�(

+1[
n=1

An) �
1X
n=1

�(An):
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1) Si A;B 2 M avec A � B alors B = A [ (BnA); puisque A \ (BnA) = �; par

l�additivité de la mesure on a

�(B) = �(A) + �(BnA) � �(A):

2) Si de plus �(A) <1 alors �(BnA) = �(B)� �(A):

3) A partir de la suite (An)n>1; on construit la suite (Bn)n>1 dé�nie par (??). On a

Bn � An pour tout n > 1; les Bn sont disjoints deux à deux dansM et
+1[
n=1

An =
+1[
n=1

Bn

(voir la preuve de la Proposition 1.2.7). La monotonie de la mesure donne �(Bn) � �(An)

pour tout n > 1. D�autre part, d�après la �-additivité de la mesure on a

�(
+1[
n=1

An) = �(

+1[
n=1

Bn) =

1X
n=1

�(Bn) �
1X
n=1

�(An):

Dé�nition 1.3.5 On dit qu�une mesure positive � est �nie si elle est à valeurs �nies

c-à-d

�(A) <1 pour tout A 2M

Autrement dit, �(X) <1:

Dé�nition 1.3.6 Soit � une mesure sur (X;M). On dit qu�elle est �-�nie s�il existe une

suite de parties mesurables (En)n>1 telle que X =
+1[
n=1

En et �(En) <1 pour tout n > 1:

Exemples 1.3.7 1) La mesure de Direc �x est �nie car �x(X) = 1 <1:

2) La mesure de compage sur X est :

i) �nie si et seulement si X est �ni

ii) �-�nie si et seulement si X est dénombrable.
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1.4 Propriétés des mesures, mesures extérieures, me-

sures complètes.

Théorème 1.4.1 (Théorème de convergence monotone.) Soit (X;M; �) un espace me-

suré, alors

1) La continuité croissante. Si (An)n�1 est une suite croissante de parties mesurables,

on a

�(
+1[
n=1

An) = lim
n�!1

� (An)

2) La continuité décroissante. Si (An)n�1 est une suite décroissante de parties mesu-

rables avec

� (A1) <1; (1.3)

alors, on a

�(
+1\
n=1

An) = lim
n�!1

� (An)

Démonstration. 1) Posons8<: B1 = A1

Bn = AnnAn�1; pour n � 2

les ensembles Bn sont mesurables et An =
n[
k=1

Bk pour tout n � 1; ce qui implique que

+1[
n=1

Bn =
+1[
n=1

An: De plus, les Bn; n � 1, sont deux-à-deux disjoints, donc

�

 
+1[
n=1

An

!
= �

 
+1[
n=1

Bn

!
=

1X
n=1

�(Bn) = lim
n�!1

nX
k=1

�(Bk)

= lim
n�!1

�

 
n[
k=1

Bk

!
= lim

n�!1
� (An)
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2) Pour tout n � 1 posons Bn = A1nAn = A1 \ Acn: Comme la suite (An)n�1 est décrois-

sante, la suite (Bn)n�1 est croissante, en utilisant 1)

�(

+1[
n=1

Bn) = lim
n�!1

� (Bn) = � (A1)� lim
n�!1

� (An) ;

d�autre part on a
+1[
n=1

Bn = A1 \
 
+1[
n=1

Acn

!
= A1n

+1\
n=1

An;

il résulte que

�(
+1[
n=1

Bn) = �(A1)� �(
+1\
n=1

An):

En �n, on peut simpli�er par �(A1) puisque cette dernière quantité est �nie,

�(
+1\
n=1

An) = lim
n�!1

� (An)

La condition � (A1) < 1 dans 2) du théorème précédent est nécessaire comme le

montre l�exemple suivant.

Exercice corrigé 1.4.2 Considérons l�espace mesuré (N;P(N); card) et la suite des par-

ties mesurables (An)n�1 telle que

An = fn; n+ 1; n+ 2; :::g

pour montrer que la condition (1.3) est nécessaire pour la continuité décroissante de la

mesure.

Démonstration. La suite (An)n�1 est décroissante,

An+1 = fn+ 1; n+ 2; n+ 3:::g � An = fn; n+ 1; n+ 2; :::g

et

� (A1) = card (f1; 2; :::g) = +1:
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Si x 2
+1\
n=1

An alors x � n pour tout n � 1: D�où N est borné, ce qui est une contradiction.

Donc
+1\
n=1

An = �:

D�autre part

0 = �

 
+1\
n=1

An

!
6= lim

n�!1
� (An) = lim

n�!1
card (fn; n+ 1; n+ 2; :::g) = +1

Ensemble négligeable et mesure complétes

Dé�nition 1.4.3 Soit (X;M; �) un espace mesuré et N � X: L�ensemble N est dit

négligeable dans (X;M; �) s�il existe E 2M tel que N � E et �(E) = 0:

Remarque 1.4.4 Si (An)n�1 une suite de parties négligeables dans (X;M; �) alors
+1[
n=1

An

est négligeable. En e¤et, pour tout n � 1 il existe En 2M tel que An � En et �(En) = 0:

Or
+1[
n=1

An �
+1[
n=1

En et �

 
+1[
n=1

En

!
�

1X
n=1

�(En) = 0:

Donc
+1[
n=1

An est négligeable.

Dé�nition 1.4.5 Un espace mesuré (X;M; �) est dit complet si toute partie négligeable

est mesurable (et donc de mesure nulle). Dans ce cas on dit que la mesure � est compléte.

Mesures extérieurs

Dé�nition 1.4.6 Soit X un ensemble quelconque. On appelle mesure extérieure sur X

une application �� : P(X) �! [0;+1] possédant les propriétés suivantes

i) ��(�) = 0
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Dé�nition 1.4.7 ii) si A � B � X alors ��(A) � ��(B):

iii) Pour toute suite (An)n de parties de X on a

��(
+1[
n=1

An) �
1X
n=1

��(An):

Remarque 1.4.8 Il est clair que toute mesure positive sur (X;P(X)) est une mesure

extérieure surX:Mais la réceproque n�est pas vraie en générale, comme le montre l�exemple

suivant

Exemple 1.4.9 Soit X un ensemble non-vide. L�application �� : P(X) �! f0; 1g dé�nie

par ��(�) = 0 et ��(A) = 1; si A 6= � est une mesure extérieure sur X:

De plus si card(X) > 1; l�application �� n�est pas une mesure positive sur (X;P(X)):

Démonstration. Soit A;B 2 P(X) avec A � B: Si A = � alors ��(A) = 0 � ��(B): Si

A 6= � alors B 6= � et donc ��(A) = 1 = ��(B):

Soit maintenant (An)n une suite de parties de X: Si tous les An sont vides on a

��(
+1[
n=1

An) = �
�(�) = 0 =

1X
n=1

��(An):

Pour le contraire, s�il existe j 2 N tel que Aj 6= � on a
+1[
n=1

An 6= � et alors

��(
+1[
n=1

An) = 1 = �
�(Aj) �

1X
n=1

��(An):

ce que signi�e que �� est une mesure extérieure sur X:

Du fait que card(X) > 1, on peut choisir a; b 2 X avec a 6= b: On pose A = fag et

B = fbg : Dans ce cas �� n�est pas additive car

��(A [B) = 1 6= ��(A) + ��(B) = 2

Alors �� n�est pas une mesure positive sur (X;P(X)):
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Proposition 1.4.10 Toute mesure extérieure additive sur X est une mesure positive sur

(X;P(X)).

Démonstration. Il s�agit de véri�er la �-additivité. Soit (An)n�1 une suite de P(X)

disjoints deux à deux. Tout d�abord remarquons que
p[
n=1

An �
+1[
n=1

An pour tout p � 1:

D�aprés l�hypothèse de l�additivité et (ii) de la Dé�nition 1.4.6 on a

pX
n=1

��(An) = �
�(

p[
n=1

An) � ��(
+1[
n=1

An):

Par le passage à la limite quand p �! +1 on obtient

+1X
n=1

��(An) � ��(
+1[
n=1

An):

Cette dernière inégalité et (iii) de la Dé�nition 1.4.6 donnent la �-additivité de ��:

Dé�nition 1.4.11 Soit X un ensemble non-vide et soit �� une mesure extérieure sur X:

Une partie E de X est dite ��-mesurable si pour tout A � X on a

��(A) = ��(A \ E) + ��(A \ Ec) (1.4)

On dit aussi que E est mesurable au sens de Carathéodory (par rapport à ��).

On noteM(��) la famille des parties ��-mesurable de X.

Remarques 1.4.12 Pour tout A � X on peut écrire

A = A \ (E [ Ec) = (A \ E) [ (A \ Ec);

par la sous-additivité de la mesure extérieure (iii dans la Dé�nition 1.4.6) on a toujours

��(A) � ��(A \ E) + ��(A \ Ec):

Alors pour montrer qu�une partie E � X est ��-mesurable, il su¢ t de montrer que

��(A) � ��(A \ E) + ��(A \ Ec) (1.5)

pour tout A � X:
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Exemples 1.4.13 Soit X un ensemble non-vide

1) X et � sont ��-mesurables pour toute mesure extérieure.

2) Si �� est une mesure extérieure sur X et E � X tel que ��(E) = 0; alors E est

��-mesurable.

Démonstration. 2) Il su¢ t de montrer que (1.5) est vrai pour tout A � X: D�aprés les

inclusions A\E � E et A\Ec � A on a ��(A\E) � ��(E) = 0 et ��(A\Ec) � ��(A);

ce qui implique que

��(A \ E) + ��(A \ Ec) = ��(A \ Ec) � ��(A):

Théorème 1.4.14 Soit �� une mesure extérieure sur un ensemble non-vide X: Alors

M(��) est une tribu sur X et la restriction de �� àM(��) est une mesure.

Démonstration. �;X 2 M(��); par l�Exemple 1.4.13. De façon immédiate, à partir de

l�équation (1.4) on a E 2 M(��) si et seulement si Ec 2 M(��). Il reste donc à voir que

M(��) est stable par réunion dénombrable. Commençons par l�établir pour une réunion

�nie. Soient E1; E2 2M(��); pour tout A � X

��(A) = ��(A \ E1) + ��(A \ Ec1) (1.6)

On teste la ��-mesurablité de E2 par l�ensemble A \ Ec1

��(A \ Ec1) = ��(A \ Ec1 \ E2) + ��(A \ Ec1 \ Ec2): (1.7)

En portant (1.7) dans (1.6)

��(A) = ��(A \ E1) + ��(A \ Ec1 \ E2) + ��(A \ Ec1 \ Ec2):

� �� [(A \ E1) [ (A \ Ec1 \ E2)] + ��(A \ Ec1 \ Ec2):

Mais

(A \ E1) [ (A \ Ec1 \ E2) = A \ [E1 [ (E2nE1)] = A \ (E1 [ E2);
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et aussi

A \ Ec1 \ Ec2 = A \ (E1 [ E2)c:

Finalement on obtient

��(A) � �� [A \ (E1 [ E2)] + �� [A \ (E1 [ E2)c] ;

d�où E1 [ E2 2M(��):

Pour terminer la preuve de que M(��) est une tribu, montrons la stabilité par rapport

à la réunion dénombrable. Considérons une famille (En)n>1 d�éléments deM(��) deux à

deux disjoints (si (An)n>1 est une famille d�éléments de M(��), on peut toujours écrire

[n>1An = [n>1En , avec les éléments En deux à deux disjoints. Voir la preuve de la

Proposition 1.2.7). Pour tout n > 1; posons Fn =
n[
k=1

Ek et montrons par récurrence sur

n que pour tout partie A � X on a

��(A \ Fn) =
nX
k=1

��(A \ Ek): (1.8)

La propriété est vraie au rang n = 1 et si l�on suppose qu�elle est vraie au rang n. Puisque

Fn 2 M(��) est une réunion �nie des éléments dansM(��); on teste sa mesurbilité par

A \ Fn+1;

��(A \ Fn+1) = ��(A \ Fn+1 \ Fn) + ��(A \ Fn+1 \ F cn); (1.9)

d�autre part le fait que Fn+1 \ Fn = Fn et Fn+1 \ F cn = En+1; l�égalité (1.9) donne

��(A \ Fn+1) = ��(A \ Fn) + ��(A \ En+1)

=
nX
k=1

��(A \ Ek) + ��(A \ En+1)

=

n+1X
k=1

��(A \ Ek):

Maintenant si on pose F =
+1[
k=1

Ek on a A\ F � A\ Fn pour tout n > 1: Donc d�aprés la

monotonie de la mesure extérieure et (1.8) on a

��(A \ F ) � ��(A \ Fn) =
nX
k=1

��(A \ Ek)
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En prenant la limite lorsque n tend vers +1, on trouve

��(A \ F ) �
+1X
k=1

��(A \ Ek)

Inversement, par (iii) de la Dé�nition 1.4.6,

��(A \ F ) = ��
"
+1[
k=1

(A \ Ek)
#
�

+1X
k=1

��(A \ Ek);

d�où pour tout partie A � X;

��(A \ F ) =
+1X
k=1

��(A \ Ek): (1.10)

On a F cn � F c pour tout n > 1 et

��(A) = ��(A \ Fn) + ��(A \ F cn)

=
nX
k=1

��(A \ Ek) + ��(A \ F cn)

�
nX
k=1

��(A \ Ek) + ��(A \ F c);

par le passage à la limite lorsque n tend vers +1 et par (1.10);

��(A) � ��(A \ F ) + ��(A \ F c)

donc F =
+1[
k=1

Ek 2M(��):

La �-additivité de �� sur M(��) résulte de la formule (1.10) en prenant pour ensemble

test A = X:

1.5 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens.

Mesure de Lebesgue sur R
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Théorème 1.5.1 Il existe une unique mesure positive sur (R;B(R)), notée �, telle que

�(]a; b[) = b� a

pour tout a; b 2 R; a < b:

On l�appelle la mesure de Lebesgue sur R

Remarques 1.5.2 1) Il est clair que la mesure � est �-�nie puisque

�([�n; n]) = 2n < +1 et R =
+1[
n=1

[�n; n]

2) Pour tout x 2 R on a �(fxg) = 0 et par conséquent

�(]a; b[) = �(]a; b]) = �([a; b[) = �([a; b]) = b� a:

En e¤et, fxg =
+1\
n=1

]x� 1
n
; x+ 1

n
[; donc par la continuité décroissante, (2) dans le Théorème

1.4.1, on a

�(fxg) = lim
n�!+1

�(]x� 1

n
; x+

1

n
[) = lim

n�!+1

2

n
= 0

On en déduit immédiatement que

Proposition 1.5.3 Tout ensemble dénombrable D de R possède une mesure de Lebesgue

nulle, �(D) = 0:

Démonstration. Puisque D =
+1[

n=1;xn2R

fxng, nous avons

�(D) �
+1X
n=1

�(fxng) = 0

ce qui implique que �(D) = 0:

La mesure de Lebesgue possède des propriétés importantes.
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Proposition 1.5.4 [?]La mesure de Lebesgue � est invariante par translation et inva-

riante par symétrie. C�est-à-dire pour tout � 2 R; on a

�(�+ A) = �(A) et �(�A) = �(A)

pour tout borélien A de R, où �+ A = fa+ �; a 2 Ag et �A = f�a; a 2 Ag :

Mesure de Lebesgue sur Rm:

Rappelons que un pavé P de Rm est un produit d�intervalles bornés P = I1 � :::� Im;

où Ij � R (j = 1; :::;m) est intervalle borné. La mesure du pavé P est donnée par

m(P ) = jI1j � :::� jImj ;

où jIjj est la longueur du segment Ij:

Dé�nition 1.5.5 Pour toute partie A de Rm, on dé�nit

��(A) = inf

(
+1X
n=1

m(Pi) : A �
+1[
n=1

Pi; Pi pavé ouvert de Rm
)

L�in�mum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de A par des pavés ouverts.

Théorème 1.5.6 [?]On a les assertions suivantes

i) �� est une mesure extérieure sur Rm:

ii) La tribuM(��) contient la tribu de Borel, B(Rm):

iii) ��(P ) = m(P ), pour tout pavé P � Rm:
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Chapitre 2

Fonctions mesurables

2.1 Fonctions étagées.

Dé�nition 2.1.1 Soit (X;M) un espace mesurable. La fonction numérique f : X �! R

est dite étagée si f est une combinaison linéaire �nie de fonctions caractéristiques c�est-

à-dire s�il existe une famille �nie (Ai)1�i�n �M et un sous-ensemble �ni fa1; :::; ang de

R tels que

f =
nX
i=1

ai:�Ai (2.1)

Autrement dit si l�image f(X) de f est un sous-ensemble �ni fa1; :::; ang de R.

Remarque 2.1.2 Si on pose Ai = f�1(faig) pour tout i = 1; :::; n on a X =
n[
i=1

Ai avec

Ai\Aj = � pour tout i 6= j: Alors toute fonction étagée f s�écrit canoniquement par (2.1)

avec (Ai)1�i�n une partition de X:

Proposition 2.1.3 Si f; g : X �! R sont deux fonctions étagées et � 2 R: Alors f +�g;

f:g; sup(f; g) et inf(f; g) sont des fonctions étagées.

Démonstration. On écrit f et g sous la forme

f =
nX
i=1

ai:�Ai et g =

mX
j=1

bj:�Bj :
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Où n;m 2 N. Comme les familles (Ai)1�i�n et (Bj)1�j�m forment des partitions de X on

peut écrire

f =

nX
i=1

mX
j=1

ai�Ai\Bj et g =

mX
j=1

nX
i=1

bj�Ai\Bj ;

Alors on a

f + g =

nX
i=1

mX
j=1

(ai + bj)�Ai\Bj et f:g =

nX
i=1

mX
j=1

(aibj)�Ai\Bj ;

et aussi

sup(f; g) =

nX
i=1

mX
j=1

sup(ai; bj)�Ai\Bj et inf(f; g) =

nX
i=1

mX
j=1

inf(ai; bj)�Ai\Bj

2.2 Fonctions mesurables.

Dé�nition 2.2.1 Soit (X;M) et (Y;N ) deux espaces mesurables. L�application f : X �!

Y est dite mesurable si, pour tout B 2 N ; l�image réciproque

f�1 (B) = fx 2 X : f(x) 2 Bg

appartient àM:

Dé�nition 2.2.2 Soit (X;M) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire toute

fonction mesurable de (X;M) dans (R;B (R)) :

Exemples 2.2.3 (1) Toute application f : (X;P(X)) �! (Y;P(Y )) est mesurable.

(2) SiM etM0 sont deux tribus sur X alors l�identité sur X

id : (X;M) �! (X;M0) ; id(x) = x

est mesurable si et seulement siM0 �M:

(3) Si (X;M) et (Y;N ) sont deux espaces mesurables et f : X �! Y une application
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constante (c-à-d. il existe y0 2 Y tel que pour tout x 2 X on a f (x) = y0) alors f est

mesurable.

(4) Une fonction étagée f est toujours mesurable.

(5) Soit (X;M) un espace mesurable et A 2 M. La fonction idicatrice �A de l�ensemble

A est une application de X dans R muni de la tribi borélienne B (R) est mesurable si et

seulement si A 2M. Pour cette raison, les éléments deM sont dits ensembles mesurables.

Démonstration. On démontre seulement (4) et (5). Pour (4), en e¤et f est une fonction

de (X;M) dans (R;B (R)), alors il existe (Ai)1�i�n une patition de X et fa1; :::; ang � R

tels que f =
nX
i=1

ai:�Ai. Pour tout B 2 B (R) , on a donc

f�1(B) =

 [
i;ai2B

Ai

!
2M:

Ce qui prouve que f est mesurable.

Maitenant montrons (5), d�aprés (4) si A 2 M la fonction étagée �A est mesurable.

Inversement, si �A est mesurable, alors

A = (�A)
�1(f1g) 2M

car f1g 2 B (R) comme un fermé dans R:

Remarque 2.2.4 Une application peut être mesurable par rapport à une tribu et ne pas

être pour d�autres tribus. En e¤et, soit la tribu

D(R) = fA � R : A dénombrable ou Ac dénombrableg

l�application identique

id : (R;B(R)) �!(R;B(R))

est evidement mesurable. Cependant

id : (R;D(R)) �!(R;B(R))

25



n�est pas mesurable d�aprés (2) dans l�exemple précédent car B(R) *D(R) comme [a; b] 2

B(R) mais [a; b] =2 D(R):

Proposition 2.2.5 (Tribu image)

Soit (X;M) un espace mesurable. Si Y est un ensemble quelconque. Alors on peut toujours

munir Y d�une plus grande tribu N sur Y qui rende la fonction f : X �! Y mesurable.

Démonstration. On pose

N =
�
B � Y : f�1(B) 2M

	
: (2.2)

On a directement, � 2 N car f�1(�) = � 2 M et pour tout B 2 N on a f�1(B)

appartient à la tribuM ce qui donne

f�1(Bc) =
�
f�1(B)

�c 2M:

Alors on a bien queBc 2 N : Soit maintenant (Bn)n�1 � N une suite de parties mesurables

dans (Y;N ). Comme f�1(Bn) 2M; pour tout n � 1, on en déduit que

f�1

 
+1[
n=1

Bn

!
=

+1[
n=1

f�1(Bn) 2M.

Ceci signi�er que
+1[
n=1

Bn 2 N et on conclut que N est une tribu sur Y:

Il est clair, par construction de la tribu N ; que la fonction f : X �! Y est mesurable.

Donc il reste à montrer que N est la plus grande tribu qui rend f mesurable. Si B est

une tribu sur Y telle que f : (X;M) �! (Y;B) est mesurable, alors B � N car pour tout

B 2 B on a f�1(B) 2M et donc B 2 N :

2.3 Caractérisation de la mesurabilité et stabilité de

L0(X):

Proposition 2.3.1 (Critère de mesurabilité)

Soit f une fonction entre deux espaces mesurables (X;M) et (Y;N ) : On suppose que
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N est engendrée par une famille F de parties de Y c�est-à-dire N = �(F): Alors f est

mesurable si et seulement si

f�1(B) 2M; pour tout B 2 F (2.3)

Démonstration. Si la fonction f est mesurable, alors la condition (2.3) est évidente.

Inversement, supposons que f�1(B) 2 M; pour tout B 2 F et soit eN la tribu image

de M par f dé�nie par (2.2). Alors F � eN et puisque N = �(F) on a N � eN , et en
particulier, f est mesurable.

Corollaire 2.3.2 Soient X et Y deux espaces topologiques munis de leurs tribus boré-

liennes. Si f : (X;B(X)) �! (Y;B((Y )) est continue, alors elle est mesurable.

Remarques 2.3.3 (Mesurabilité d�une fonction numérique)

1) Puisque la tribu B(R) est engendrée par la famille des intervalles de R de la forme

]a;+1[ (voir Théorème 1.2.13), alors la fonction f : (X;M) �! (R;B(R)) est mesurable

si et seulement si

f�1(]a;+1[) 2M; pour tout a 2 R:

On note L0(X) l�ensemble des fonctions f : (X;M) �! (R;B(R)) numériques mesu-

rables.

Théorème 2.3.4 Soit (X;M) ; (Y;N ) et (Z;P) trois espaces mesurables. Si f : X �! Y

et g : Y �! Z sont mesurables alors g � f est mesurable.

Démonstration. Pour toutB 2 P ; g�1 (B) 2 N car g est mesurable, et donc f�1(g�1 (B)) 2

M puisque f est également mesurable, donc

(g � f)�1 (B) = f�1
�
g�1 (B)

�
2M:

ce qui prouve que g � f est mesurable.
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Proposition 2.3.5 Soient (X;M) un espace mesurable, (Y; T ) un espace topologique,

f1; f2 2 L0(X) deux applications numériques mesurables et � : R2 �! (Y; T ) une appli-

cation continue. Alors l�application h : (X;M) �! (Y; T ) dé�nie par

h(x) = �(f1(x); f2(x)); pour tout x 2 X;

est mesurable. Autrement dit, une combinaison continue de deux applications mesurables

est mesurable.

Démonstration. On peut écrire h = � � F avec F : (X;M) �! (R2;B(R2)) est dé�nie

par F (x) = (f1(x); f2(x)). Comme � est mesurable (car continue), il su¢ t de montrer que

F est mesurable. Si I et J deux intervalles de R on a

F�1(I � J) = f�11 (I) \ f�11 (J) 2M:

Par la Proposition 2.3.1 et comme B(R2) est engendrée par les rectangles de la forme

I � J , l�application F est mesurable.

Partie positive et partie négative d�une fonction numérique

A toute fonction réelle f , on peut associer deux fonctions positives, sa partie positive

f+ et sa partie négative f�, dé�nies respectivement par

f+(x) = sup (f(x); 0) et f�(x) = sup (�f(x); 0) :

Les parties positive et négative sont liées à la fonction initiale par les deux relations

suivantes

f = f+ � f� et jf j = f+ + f�:

Proposition 2.3.6 Si f et g sont des applications numériques mesurables sur (X;M) ;

alors

f + g; fg; sup(f; g); inf(f; g); f+; f� et jf j

sont des applications mesurables. Autrement dit, L0(X) est un espace vectoriel sur R:

Si f ne s�annule pas sur X, alors 1
f
est mesurable.
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Démonstration. Il su¢ t d�appliquer la Proposition 2.3.5 avec (Y; T ) =(R; j:j), la topo-

logie usuelle sur R; et �(x; y) = x+ y; xy; sup(x; y) et inf(x; y)

Pour l�application g = 1
f
; posons Y = Rn f0g et ' : Y �! Y dé�nie par '(y) = 1

y
: Comme

f est mesurable et ' est continue alors g = ' � f : X �! Y (ou R) est mesurable.

Proposition 2.3.7 Soit (fn)n une suite d�applications mesurables de (X;M) dans
�
R;B(R)

�
.

Alors les applications

sup
n
fn; inf

n
fn; lim sup

n�!+1
fn; lim inf

n�!+1
fn : X �! R

sont mesurables. De plus si la suite (fn)n converge simplement vers f , alors f est mesu-

rable.

Démonstration. Soit g = sup
n
fn. Pour tout a 2 R; si x 2 g�1(]a;+1]) alors il existe

m � 1 tel que fm(x) � a; donc x 2
+1[
n=1

f�1n (]a;+1]): Inversement, si x 2
+1[
n=1

f�1n (]a;+1]),

il est clair que g(x) = sup
n
fn(x) � a; d�où

g�1(]a;+1]) =
+1[
n=1

f�1n (]a;+1]) 2M

Ainsi, g est mesurable. Il en va de même de inf
n
fn = �sup

n
(�fn) :

Par dé�nition on a
lim sup
n�!+1

fn = inf
n�1

sup
k�n
fk

lim inf
n�!+1

fn = sup
n�1

inf
k�n
fk

On est donc ramené aux résultats précédents. De plus si (fn)n converge simplement vers

f; alors

f = lim
n�!+1

fn = lim sup
n�!+1

fn = lim inf
n�!+1

fn;

D�où le résultat.
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Proposition 2.3.8 Soit (X;M) un espace mesurable. Toute application numérique me-

surable positive f : X �! [0;+1] est limite simple d�une suite croissante de fonctions

(fn)n (mesurables) étagées.

Démonstration. Siot n � 1 ,Nous divisons l�intervalle [0; n] en n2n partie de longueur
1
2n
,
�
0; 1

2n

�
;
�
1
2n
; 1
2n

� �
1
2n
; 2
2n

�
:::
�
k
2n
; k+1
2n

�
:::
�
n2n�1
2n

; n
�
:

On pose

An;k =

8<: f�1
��

k
2n
; k+1
2n

��
si k 2 f0; ::; n2n � 1g

f�1 ([n;+1]) si k = n2n:

et

fn(x) =

8<: k
2n

si k
2n
� f(x) < k+1

2n

n si f(x) � n;

Donc

fn(x) =
k=n2n�1X
k=1

k

2n
�An;k + n�An;n2n

Alors fn est une fonctions étagée et mesurable car An;k 2 M (f est mesurable).

On montrer que i) la suite (fn)n est croissante, ii) la suite (fn)n est converge simple

vers f .

i) Soit n 2 N� et soit x 2 X. Si f(x) � n et donc fn(x) = n � fn+1(x) = n+ 1:

Si f(x) < n soit k 2 f0; :::; n2n � 1g t.q f(x) 2
�
k
2n
; k+1
2n

�
=
h
2k
2n+1

; 2(k+1)
2n

h
on a

fn(x) =
k
2n
= 2k

2n+1
= fn+1(x): Si f(x) 2

h
2k+1
2n+1

; 2(k+1)
2n

h
on a fn(x) = k

2n
< 2k+1

2n+1
= fn+1(x):

On a toujours fn(x) � fn+1(x) . Alors la suite (fn)n est croissante.

ii) Soit x 2 X . Si f(x) < 1;on a alors, pour n > f(x); jf(x)� fn(x)j < 1
2n
:Donc

fn(x) �! f(x) quand n �! +1:

Si f(x) = +1 on a fn(x) = n pour tout n > 0 et donc fn(x) �! f(x) quand

n �! +1:

Alors la suite (fn)n est converge simple vers f .
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La proposition suivante généralise la proposition precedente au cas d�une application

mesurable de signe quelconque.

Proposition 2.3.9 Soient (X;M) un espace mesurable et f : (X;M) �! (R;B(R))

une fonction mesurable. Il existe alors une suite de fonctions (fn)n (mesurables) étagées

convergente simplement vers f .

Démonstration. Les applications f+ et f� sont mesurables donc la Proposition 2.3.8

donne l�existence de deux suites croissantes (hn)n et (gn)n des applications (mesurables)

étagées telles que hn �! f+ et gn �! f� simplement quand n �! +1: On pose

fn = hn� gn, de sorte que fn(x) �! f+(x)� f�(x) = f(x); quand n �! +1; pour tout

x 2 X. D�autre part, (fn)n est étagée (voir la Proposition 2.1.3).

2.4 Quelques propriétés des applications mesurables.

Proposition 2.4.1 Soient f; g : (X;M) �! (R;B(R)) deux applications mesurables et

a 2 R. Alors les parties suivantes

(f = a) := fx 2 X : f(x) = ag

(f = g) := fx 2 X : f(x) = g(x)g

(f 6= g) := fx 2 X : f(x) 6= g(x)g

(f > g) := fx 2 X : f(x) > g(x)g

sont mesurables, c-à-d appartiennent àM.

Démonstration. On a directement

(f = a) = f�1(fag) 2M

(f = g) = (f � g)�1(f0g) 2M

(f 6= g) = (f = g)c 2M

(f > g) = (f � g)�1(]0;+1[) 2M
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Propriétés vraies presque partout

Dé�nition 2.4.2 Soit (X;M; �) un espace mesuré. Une propriétés p(x) concernant x 2

X est dite vraie persque par tout si l�ensemble fx 2 X : p(x) n�est pas vraieg est négli-

geable.

Exemple 2.4.3 (Egalité presque partout)

Si les fonctions f; g : X �! R sont égaux presque partout, alors il existe A 2M tel que

(f 6= g) � A et �(A) = 0

donc f(x) = g(x) pour tout x 2 Ac et �(A) = 0: On peut remarquer que si f et g

sont mesurables, alors (f 6= g) 2 M et donc f = g presque partout si et seulement si

�(f 6= g) = 0:

Théorème 2.4.4 Soient (X;M; �) un espace mesuré complet et f; g : (X;M) �!

(R;B(R)) deux applications telle que f est mesurable et f = g presque par tout. Alors

g est mesurable.

Démonstration. Il existe A 2M telle que �(A) = 0 et f(x) = g(x) pour tout x 2 Ac.

Soit a 2 R; si on pose (g > a) = g�1(]a;+1[) on a

(g > a) = (g > a) \ (A [ Ac)

= [(g > a) \ A] [ [(g > a) \ Ac]

= [(g > a) \ A] [ [(f > a) \ Ac] :

D�une part, puisque f est mesurable on a (f > a) \ Ac 2 M et d�autre part l�ensemble

(g > a) \ A est négligeable car (g > a) \ A � A et �(A) = 0: Donc (g > a) \ A 2 M

puisque la mesure � est complète. On a alors (g > a) 2M, d�où la mesurabilité de g.

Exercice corrigé 2.4.5 Soient f; g; h : (
;M; �) �!R trois fonctions quelconques. Mon-

trer que si f = g presque partout et g = h presque partout alors, f = h presque partout.

32



Démonstration. Il existe A;B 2M tels que

(f 6= g) � A; (g 6= h) � B et �(A) = �(B) = 0:

Puisque (f = g) \ (g = h) � (f = h) on a

(f 6= h) � (f 6= g) [ (g 6= h) � A [B

et on a �(A [B) � �(A) + �(B) = 0; d�où

(f 6= h) � A [B avec �(A [B) = 0:

Finalement f = h presque partout.

2.5 Convergence p.p et convergence en mesure.

Dé�nition 2.5.1 Soient (X;M; �) un espace mesuré, fn : X �! R ou [0;+1] une suite

de fonctions et f : X �! R ou [0;+1] une fonction: On dit que la suite (fn)n converge

presque partout vers f sur X; s�il existe A � X négligeable tel que pour tout x 2 Ac; la

suite (fn(x))n converge vers f(x): Dans ce cas on écrit fn �! f p.p.

Remarques 2.5.2 1) Si les fonctions fn et f sont mesurables, alors la suite (fn)n converge

presque par tout vers f si

�

��
x 2 X : lim

n�!+1
fn(x) 6= f(x)

��
= 0:

2) La convergence simple implique la convergence presque partout car si fn �! f simple-

ment on a

�

�
lim

n�!+1
fn 6= f

�
= �(�) = 0

Exemple 2.5.3 Soit X = [0; 1] ; M est la tribu borélienne sur [0; 1] muni de la mesure

de Lebesgue � et (fn)n la suite de fonctions dé�nie par fn(x) = (�x)n:

Pour tout x 2 [0; 1[ on a lim
n�!+1

fn(x) = 0 et

�

��
x 2 [0; 1] : lim

n�!+1
fn(x) 6= 0

��
= � (f1g) = 0:
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Donc fn �! 0 p.p.

Dé�nition 2.5.4 Soient (X;M; �) un espace mesuré, fn : X �! R ou [0;+1] une suite

de fonctions mesurables et f : X �! R ou [0;+1] une fonction mesurable. On dit que

(fn)n converge en mesure vers f si pour tout " > 0 on a

lim
n�!+1

� (fx 2 X : jfn(x)� f(x)j � "g) = 0

Remarque 2.5.5 La convergence presque partout n�entraîne pas la convergence en me-

sure.

Exemple 2.5.6 Soit X = R;M = B(R); � = � la mesure de Lebesgue et fn = �[n;n+1];

fn(x) =

8<: 1 si n � x � n+ 1

0 si x < n ou x > n+ 1
;

il existe n0 = [x] + 1 tel que pour tout n � n0 on a fn(x) = 0: Alors (fn)n converge

simplement vers 0 sur X: Ce qui donne fn �! 0 p.p.

D�autre part si on pose " = 1 on a

� (fx 2 X : jfn(x)� 0j � 1g) = �
��
x 2 X : �[n;n+1] � 1

	�
= � ([n; n+ 1]) = 1 6= 0

donc fn ne tend pas vers 0 en mesure.

Proposition 2.5.7 [?]

Dans un espace mesuré �ni, la convergence presque partout entraîne la convergence en

mesure.

Exercice corrigé 2.5.8 Soit X = [0; 1[ muni de la tribu borélienne et de la mesure de

Lebesgue �: Soit la suite (fn)n de fonctions dé�nie par fn = �[ 1
n
; 2
n
[. Montrer que fn �! 0

en mesure, mais que (fn)n ne converge pas vesr 0 presque partout.
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Démonstration. Pour tout � > 0 on a fx 2 X : jfn(x)� 0j � �g � [ 1n ;
2
n
[; donc

� (fx 2 X : jfn(x)� 0j � �g) � �
�
[
1

n
;
2

n
[

�
=
1

n
�! 0:

Il s�ensuit que fn �! 0 en mesure.

D�autre part lim sup
n�!+1

fn = 1 6= lim inf
n�!+1

fn = 0; alors pour tout x 2 [0; 1[; lim
n�!+1

fn(x) 6= 0.

D�où

�

��
x 2 X : lim

n�!+1
fn(x) 6= 0

��
= � ([0; 1[) = 1 6= 0;

et donc (fn)n ne peut converger presque partout vers 0:

Proposition 2.5.9 [?]

Supposons que la suite de fonctions (fn)n converge en mesure vers f: Alors il existe une

sous-suite (fnk)k de (fn)n converge vers f presque partout.

Proposition 2.5.10 Soient (X;M; �) un espace mesuré, fn : X �! R ou [0;+1] une

suite de fonctions mesurables et f; g : X �! R ou [0;+1] deux fonctions mesurables. Si

fn �! f en mesure et fn �! g en mesure, alors f = g presque partout. C�est-à-dire la

limite est unique presque partout.

Démonstration. Pour tout n � 1 on a jf � gj � jfn � gj + jfn � f j : Donc si k � 1 on

obtient �
jfn � gj �

1

2k

�
\
�
jfn � f j �

1

2k

�
�
�
jf � gj � 1

k

�
et donc par passage au complémentaire,�

jf � gj > 1

k

�
�
�
jfn � gj >

1

2k

�
[
�
jfn � f j >

1

2k

�
et donc

�

�
jf � gj > 1

k

�
� �

�
jfn � gj >

1

2k

�
+ �

�
jfn � f j >

1

2k

�
:

En faisant tendre n vers l�in�ni, on trouve �
�
jf � gj > 1

k

�
= 0: Comme

(jf � gj 6= 0) = (jf � gj > 0) =
+1[
k=1

�
jf � gj > 1

k

�
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et donc

� (f 6= g) = � (jf � gj 6= 0) �
+1X
k=1

�

�
jf � gj > 1

k

�
= 0

et en �n f = g presque partout.
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Chapitre 3

Fonctions intégrables

Dans tout ce chapitre, (X;M; �) désigne un espace mesuré. Dans la suite on étudier

l�intégrale de Lebesgue sur X par rapport à la mesure �:

3.1 Intégrale d�une fonction étagée positive.

On note E+ l�ensemble des fonctions étagées positives mesurables de (X;M) dans R+
muni de la tribu borélienne.

Dé�nition 3.1.1 Soit f 2 E+; de décomposition canonique f =
nX
i=1

ai:�Ai. On pose

Z
fd� =

nX
i=1

ai:�(Ai) (3.1)

Cette quantité s�appelle intégrale sur X de la fonction f par rapport à la mesure �:

L�intégrale
Z
fd� est un élément de [0;+1]. :

Exemples 3.1.2 1) Si f est une fonction constante, alors sa décomposition canonique

s�écrit f = a�X , avec a � 0. La formule (3.1) nous donne alorsZ
ad� = a:�(X):
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2) Si f = a�A avec a > 0; A 2 M et A 6= X; sa décomposition canonique est f =

a�A + 0�Ac d�où Z
a:�Ad� = a:�(A) + 0:�(A

c) = a:�(A):

Remarque 3.1.3 Le cas particulier a = 1, dans 2) de l�exemple précédent est d�une

grande utilité car il permet d�exprimer la mesure d�un ensemble sous la forme d�une inté-

grale

�(A) =

Z
�Ad�; pour tout A 2M (3.2)

Le lemme suivant sera utile pour prouver quelques propriétés de l�intégrale sur E+:

Lemme 3.1.4 [?]

L�intégrale d�une fonction étagée positive f ne dépend pas de la décomposition choisie pour

f: C�est-à-dire, si a1; :::; an; b1; :::; bm 2 [0;+1[ et A1; :::; An; B1; :::; Bm 2M avec

f =
nX
i=1

ai:�Ai =
mX
j=1

bj:�Bj :

Alors on a Z
fd� =

nX
i=1

ai:�(Ai) =
mX
j=1

bj:�(Bj)

Proposition 3.1.5 L�intégrale sur E+ est homogène, additive et croissante, c�est-à-dire

pour tout f; g 2 E+ et � > 0,

i)
Z
�fd� = �

Z
fd�

ii)
Z
(f + g)d� =

Z
fd�+

Z
gd�

iii) Si f � g alors
Z
fd� �

Z
gd�:

Démonstration. i) Si f =
nX
i=1

ai:�Ai et � > 0, alors �f =
nX
i=1

�ai:�Ai et l�homogénéité

est évidente. Dans ce cas particulier, il convient de remarquer que si
Z
fd� = +1; on a
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encore 0�
Z
fd� = 0 =

Z
(0� f)d� grâce à la convention 0� (+1) = 0:

ii) Soit f =
nX
i=1

ai:�Ai et g =
mX
j=1

bj:�Bj ; alors f + g =
nX
i=1

ai:�Ai +

mX
j=1

bj:�Bj et donc

Z
(f + g)d� =

nX
i=1

ai:�(Ai) +

mX
j=1

bj:�(Bj) =

Z
fd�+

Z
gd�

iii) Soit f; g 2 E+ avec f � g alors g � f 2 E+ et g = f + (g � f). Par ii) on aZ
gd� =

Z
fd�+

Z
(g � f)d� �

Z
fd�;

puisque
Z
(g � f)d� 2 [0;+1] :

3.2 Intégrale d�une fonction mesurable positive, conver-

gence monotone et lemme de Fatou.

Nous notons L0+ l�ensemble des fonctions f : X �! [0;+1] mesurables positives.

Dé�nition 3.2.1 Pour f 2 L0+ on appelle intégrale sur X de f par rapport �à � l�élément

de [0;+1] noté
Z
fd� et dé�ni parZ

fd� = sup

�Z
sd� : s 2 E+; s � f

�
: (3.3)

Pour A 2M on dé�nit aussi Z
A

fd� :=

Z
f�Ad� (3.4)

Remarque 3.2.2 Si f 2 E+ les deux dé�nitions de l�intégrale de f par (3.1) et par (3.3)

coïncident. En e¤et, notons
Z etag

fd� l�intégrale de f au sens de (3.1) et
Z mes

fd� celle

au sens de (3.3). Pour toute s 2 E+ telle que s � f , on a l�inégalité
Z etag

sd� �
Z etag

fd�;

en vertu du a Proposition 3.1.5. Par conséquent dans (3.3) la borne supérieure est atteinte

pour s = f , ce qui implique
Z etag

fd� =

Z mes

fd�:
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Cette intégrale possède la propriété de la croissance.

Proposition 3.2.3 Pour toutes f; g 2 L0+; si f � g alors
Z
fd� �

Z
gd�:

Démonstration. Par l�inclusion

fs 2 E+; s � fg � fs 2 E+; s � gg

et par (3.3) on trouve
Z
fd� �

Z
gd�:

Nous donnons maintenant le premier des grands théorèmes d�interversion limite-intégrale

(lim
Z
=

Z
lim):

Théorème 3.2.4 (de la convergence monotone ou de Beppo-Levi)

Soit (fn)n�1 une suite croissante dans L0+ et soit f = lim
n�!+1

fn = sup
n�1
fn: AlorsZ

fd� = lim
n�!+1

Z
fnd� = sup

n�1

Z
fnd�

Démonstration. L�appartenance de f à L0+ a déjà été vue (Proposition 2.3.7). Par la

proposition précédente (croissance de l�intégrale), la suite
�Z

fnd�

�
n�1

est croissante

dans [0;+1], donc convergente vers L 2 [0;+1]

L := lim
n�!+1

Z
fnd� = sup

n�1

Z
fnd�

Pour tout n � 1 on a fn � f et par la croissance de l�intégrale on obtient
Z
fnd� �

Z
fd�;

puis en prenant le supremum sur n � 1;

L �
Z
fd�:

Par ailleurs, soit s 2 E+ tel que s � f et soit � 2]0; 1[. On dé�nit

An = fx 2 X : fn(x) � �:s(x)g (3.5)

Comme An = (fn � �:s)�1([0;+1]) et la fonction x �! fn(x) � �:s(x) est mesurable

alors An 2M pour tout n � 1: D�autre part, la suite (An)n�1 est croissante car si x 2 An
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, alors �:s(x) � fn(x) � fn+1(x) par croissance de (fn)n�1, donc x 2 An+1 et aussi on a

X =
+1[
n=1

An: Grâce a la dé�nition de An on peut écrire une inégalité entre des fonctions

mesurables positives;

�:s:�An � fn�An � fn:

On en déduit par croissance de l�intégrale et (3.4),Z
An

(�:s)d� �
Z
An

fnd� �
Z
fnd� (3.6)

De plus, si s =
mX
i=1

bi:�Bi, alors s:�An =
mX
i=1

bi:�(Bi\An) donc on a

Z
An

sd� =
mX
i=1

bi:�(Bi \ An): (3.7)

Pour tout i = 1; :::;m; la suite (Bi \ An)n�1 est croissante et

+1[
n=1

Bi \ An = Bi \
 
+1[
n=1

An

!
= Bi \X = Bi

Dans (3.7), on peut passer à la limite quand n tend vers +1, en appliquant la continuité

croissante de la mesure � (voir Théorème 1.4.1),

lim
n�!+1

Z
An

sd� =
mX
i=1

bi:

�
lim

n�!+1
�(Bi \ An)

�
=

mX
i=1

bi�(Bi) =

Z
sd�:

Faisant tendre n vers l�in�ni dans (3.6) on obtient ainsi, pour tout � 2]0; 1[ et tout s 2 E+
avec s � f on a

�

Z
sd� � L: (3.8)

Dans (3.8), on prend d�abord le sup sur � 2]0; 1[ , puis le sup sur fs 2 E+; s � fg et on

trouve Z
fd� � L:
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Corollaire 3.2.5 Si (fn)n�1 est décroissante dans L0+ et si
Z
f0d� <1 alors on a

Z
fd� = lim

n�!+1

Z
fnd�;

où f = lim
n�!+1

fn:

Démonstration. En appliquant le théorème de Beppo-Levi à la suite (gn)n�1 telle que

gn = f0 � fn:

Corollaire 3.2.6 (homogénéité et additivité de l�intégrale dans L0+)

Pour toutes fonctions f; g 2 L0+ et toute constante � 2 [0;+1[;

i)
Z
�fd� = �

Z
fd�

ii)
Z
(f + g)d� =

Z
fd�+

Z
gd�

Démonstration. i) Est une conséquence immédiate de la Dé�nition 3.2.1 et de la Pro-

position 3.1.5 i)

ii) Il existent deux suites croissantes (fn)n�1 et (gn)n�1 de E+ telles que fn �! f et

gn �! g simplement. La suite (fn+ gn)n�1 est croissante dans E+ et converge simplement

vers f + g: Or, pour tout n � 1;Z
(fn + gn)d� =

Z
fnd�+

Z
gnd�:

On obtient donc le résultat en passant à la limite grâce au théorème de Beppo-Levi.

Corollaire 3.2.7 (Interversion série-intégrale dans L0+)

Soit (fk)k�1 une suite de fonctions mesurables positives. La fonction
+1X
k=1

fk est aussi dans

L0+ et Z  
+1X
k=1

fk

!
d� =

+1X
k=1

�Z
fkd�

�
(L�égalité dans [0;+1]) (3.9)
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Démonstration. Posons Sn =
nX
k=1

fk. Les applications x 7�! Sn(x) sont dans L0+ comme

somme d�un nombre �ni des applications dans L0+. La suite (Sn)n�1 converge et croissante

(dans [0;+1]) vers S. Pour tout n � 1 on aZ
Snd� =

nX
k=0

Z
fkd�:

En prenant la limite quand n �! +1 et en utilisant le théorème de Beppo-Levi, on

obtient le résultat.

Corollaire 3.2.8 (Lemme de Fatou)

Si (fn)n�1 est une suite dans L0+; alors

lim inf
n�!+1

Z
fnd� �

Z
lim inf
n�!+1

fnd�: (3.10)

Démonstration. Posons g := lim inf
n�!+1

fn: Par dé�nition de la limite inférieure,

g = sup
n�1

inf
k�n
fk:

Les fonctions gn := inf
k�n
fk appartiennent à L0+ (voir Proposition 2.3.7) et la suite (gn)n�1

converge en croissant vers g. Par le théorème de Beppo-Levi, on a doncZ
gnd� �!

Z
gd� =

Z
lim inf
n�!+1

fnd� (3.11)

D�autre part, clairement pour tout n � 1; on a gn � fn et doncZ
gnd� �

Z
fnd�; pour tout n � 1: (3.12)

Nous ne savons pas si le second membre de (3.12) a une limite quand n tend vers l�in-

�ni, mais par contre sa limite inférieure existe toujours. On peut ainsi passer à la limite

inférieure dans (3.12), ce qui donne par conservation de l�inégalité large,

lim inf
n�!+1

Z
gnd� � lim inf

n�!+1

Z
fnd� (3.13)
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Par (3.11), on sait que la limite inférieure du premier membre de (3.13) est en fait une

limite et vaut

lim inf
n�!+1

Z
gnd� = lim

n�!+1

Z
gnd� =

Z
lim inf
n�!+1

fnd�;

d�ou la conclusion.

Lemme 3.2.9 [?]

Soit f 2 L0+ et A 2M avec � (A) = 0: Alors
R
A
fd� = 0

Proposition 3.2.10 (Quelques propriétés de l�intégrale)

Soit f : X �! [0;+1] une fonction mesurable positive.

1) (Inégalité de Tchebychev). Pour tout nombre réel a > 0 on a

� (fx 2 X : f(x) � ag) � 1

a

Z
fd� (3.14)

2)
R
fd� = 0 si et seulement si f = 0 presque partout.

3) Si
R
fd� <1 alors f <1 presque partout.

4) Si f; g 2 L0+ telles que f = g presque partout. Alors
R
fd� =

R
gd�:

Démonstration. 1) Considérons l�ensemble

A = fx 2 X : f(x) � ag = f�1([a;+1]) 2M:

On remarque que la fonction étagée a:�A véri�e l�inégalité ' = a:�A � f; en e¤et, si

x 2 A on a f(x) � a = '(x) et si x =2 A on a '(x) = 0 � f(x): Il résulte que

a:�(A) =

Z
'd� �

Z
fd�:

2) Si f = 0 presque partout, alors �(A) = 0 avec A = fx 2 X : f(x) 6= 0g (donc f(x) = 0

pour tout x 2 Ac). Par l�additivité de l�intégrale et le Lemme 3.2.9, on peut écrireZ
fd� =

Z
f�Xd� =

Z
f(�A + �Ac)d� =

Z
f�Ad�+

Z
f�Acd�

=

Z
A

fd�+

Z
Ac
fd� = 0 +

Z
Ac
0d� = 0:
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Inversement, supposons que
R
fd� = 0: Pour tout n � 1 on pose

An =

�
x 2 X : f(x) � 1

n

�
:

Alors An 2 M pour tout n � 1 car An = f�1(
�
1
n
;+1

�
), la suite (An)n�1 est croissante

et on a
+1[
n=1

An = fx 2 X : f(x) > 0g = fx 2 X : f(x) 6= 0g :

Par ailleurs, par 1), pour tout n � 1 on a

�(An) � n
Z
fd� = 0:

Ainsi, par la continuité croissante (voir Théorème 1.4.1), on en déduit que

� (fx 2 X : f(x) 6= 0g) = lim
n�!+1

�(An) = 0;

d�où le résultat.

3) Pour tout n � 1;

fx 2 X : f(x) = +1g � fx 2 X : f(x) � ng :

Si l�intégrale de f est �nie, on applique l�inégalité de Tchebychev avec a = n � 1 pour

obtenir

� fx 2 X : f(x) = +1g � � fx 2 X : f(x) � ng � 1

n

Z
fd� �! 0:

Donc � fx 2 X : f(x) = +1g = 0:

4) Soit A = fx 2 X : f(x) 6= g(x)g : On a �(A) = 0: II en résulte que

f�A = 0 presque partout et g�A = 0 presque partout.

Comme f�Ac = g�Ac ; on obtient en appliquant le Lemme 3.2.9,Z
fd� =

Z
f�Xd� =

Z
f(�A + �Ac)d� =

Z
f�Ad�+

Z
f�Acd�

=

Z
f�Acd� =

Z
g�Acd� =

Z
g�Ad�+

Z
g�Acd�

=

Z
g(�A + �Ac)d� =

Z
gd�:
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3.3 Application : Mesures à densité par rapport à

une autre mesure

A partir d�une mesure et d�une fonction mesurable positive, on peut dé�nir une autre

mesure de la manière suivante.

Théorème 3.3.1 Soient (X;M; �) un espace mesuré et f : X �! [0;+1] une fonction

numérique mesurable positive. Dé�nissons la fonction d�ensembles � :M�! [0;+1] par

�(A) :=

Z
A

fd�; A 2M (3.15)

Alors, � est une mesure sur (X;M): On dit qu�elle est de densité f par rapport à �:

Démonstration. Calculons �(�) en appliquant la dé�nition de �,

�(�) =

Z
�

fd� =

Z
f��d� =

Z
0d� = 0:

Soit (An)n�1 une suite dansM, à termes deux à deux disjoints et A sa réunion. D�après

Proposition ?? on a

�A =
+1X
n=1

�An :

Par le Corollaire 3.2.7 on obtient

�

 
+1[
n=1

An

!
=

Z
f�Ad� =

Z  +1X
n=1

f�An

!
d�

=
+1X
n=1

Z
f�And� =

+1X
n=1

�(An):
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Exercice corrigé 3.3.2 (Intégration par rapport à la mesure de comptage et de Dirac)

1) Considérons (N;P(N)) muni de la mesure de comptage � et la fonction mesurable

f : N �! [0;+1]. Calculer l�intégrale
R
fd�:

2) Considérons l�espace mesurable (X;P(X)) muni de la mesure de Dirac �a en point a 2

X et la fonction mesurable f : X �! [0;+1]. Calculer l�intégrale
R
fd�a:

Démonstration. 1) Puisque N =
+1[
n=0

fng ; si � est la mesure de densité f par rapport à

�; on a Z
fd� = �

 
+1[
n=0

fng
!
=

+1X
n=0

Z
fng
fd� =

+1X
n=0

f(n):

2) Puisque �a(fag) = 1 et �a(fagc) = 0, on aZ
fd�a =

Z
fag[fagc

fd�a =

Z
fag
fd�a +

Z
fagc

fd�a = f(a)

Z
fag
d�a + 0 = f(a):

Car �a(fagc) = 0 implique que
R
fagc fd�a = 0:

Proposition 3.3.3 (L�intégration par rapport à une mesure à densité)

Soit � la mesure de densité f par rapport à � sur l�espace mesurable (X;M). Alors pour

tout g 2 L0+ on a Z
gd� =

Z
fgd� (3.16)

Démonstration. On commence par véri�er (3.16) pour les fonctions indicatrices g = �A

avec A 2M. En e¤et, par (3.2) et (3.4) on aZ
�Ad� = �(A) =

Z
A

fd� =

Z
f�Ad�:

Soit maintenant g 2 E+ une fonction étagée positive mesurable de décomposition

g =

nX
i=1

ai:�Ai

En utilisant successivement la dé�nition de �(Ai) on en déduitZ
gd� =

nX
i=1

ai�(Ai) =
nX
i=1

ai

Z
�Aifd� =

nZ X
i=1

ai�Aifd� =

Z
fgd�
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Soit g 2 L0+ quelconque. Par la Proposition 2.3.8, il existe une suite (gn)n croissante dans

E+, convergeant vers g. Le produit fgn est mesurable positif. La suite (fgn)n est croissante

car f est positive et (gn)n est croissante et aussi (fgn)n convergeant vers fg: L�application

du théorème de Beppo-Levi relativement à � pour (gn)n et à � pour la suite (fgn)n nous

donne

lim
n!+1

R
gnd� =

R
gd� et lim

n!+1

R
fgnd� =

R
fgd�: (3.17)

Comme gn 2 E+; elle véri�e (3.16),Z
gnd� =

Z
fgnd�; pour tout n 2 N: (3.18)

Les convergences (3.17) permettent de passer à la limite dans (3.18) pour conclure que g

véri�e (3.16).

Proposition 3.3.4 [?]

Soient (X;M; �) un espace mesuré et f; g 2 L0+ deux fonctions mesurables positives. Si �

est la mesure de densité f par rapport à��, alors toute autre densité g de � est égale à f

�-presque partout dans le cas ou � est �nie. Autrement dit, si

R
A
fd� =

R
A
gd�; pour tout A 2M et

R
fd� < +1:

Alors, f = g �-presque partout.

3.4 Intégrale d�une fonction mesurable

Soit f : (X;M; �) �! R (f 2 L0) une fonction numérique mesurable et soient f+ et

f� les parties positive et négative de f: Puisque f = f+ � f� et jf j = f+ + f� on a f est

mesurable si et seulement si f+ et f� sont mesurables.

Dé�nition 3.4.1 On dit que f est intégrable par rapport à � siZ
jf j d� <1:
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Dans ce cas, on pose Z
fd� =

Z
f+d��

Z
f�d� (3.19)

On notera L1(�) l�espace des fonctions f : (X;M; �) �! R intégrables.

Remarque 3.4.2 Si
R
jf j d� <1; alors comme f+ � jf j et f� � jf j ; on a aussiR

f+d� <1 et
R
f�d� <1

et la dé�nition précédente fait sens.

Donnons un premier exemple de fonction intégrable.

Exercice corrigé 3.4.3 Soit f : (X;M; �) �! R une fonction mesurable. On suppose

qu�il existe une partie mesurable A 2M telle que

i) �(A) <1 et f(x) = 0 pour tout x =2 A

ii) Il existe un réel C > 0 tel que jf(x)j � C pour tout x 2 A:

Montrer que f 2 L1(�):

Démonstration. De i) et ii) on déduit que

jf j � C�A

D�où Z
jf j d� �

Z
C�Ad� = C�(A) <1

Comme f est mesurable, on en déduit que f 2 L1(�):

Proposition 3.4.4 Soit f : (X;M; �) �! R une fonction numérique intégrable. Alors,

l�ensemble

A = fx 2 X : jf(x)j = +1g

est négligeable.

En d�autres termes toute fonction intégrable f : (X;M; �) �! R est égale presque partout

à une fonction intégrable ef : (X;M; �) �! R:
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Démonstration. Soit f 2 L1(�): Pour tout n � 1 posons

An = fx 2 X : jf(x)j � ng = jf j�1 ([n;+1]) 2M

Donc on a

A =
1\
n=1

An et An+1 � An; pour tout n � 1

Et aussi la relation �A1 � jf j implique que

�(A1) =

Z
�Ad� �

Z
jf j d� < +1:

Donc par la contonuité décroissante (Théorème 1.4.1) on obtient

�(A) = �(

1\
n=1

An) = lim
n�!+1

�(An):

D�après l�inégalité de Tchebychev (3.14) pour tout n � 1 on a

�(An) = �(fx 2 X : jf(x)j � ng) � 1

n

Z
jf j d� = C

n
�! 0

On en déduit que

�(A) = lim
n�!+1

�(An) = 0:

Théorème 3.4.5 Soit f 2 L1(�): Alors jf j 2 L1(�) et on a����Z fd�

���� � Z jf j d�: (3.20)

Démonstration. Si f 2 L1(�); il résulte immédiatement de la Proposition 2.3.6 et la

Dé�nition 3.4.1 que jf j 2 L1(�): Par ailleurs, on a����Z fd�

���� = ����Z f+d��
Z
f�d�

���� � Z f+d�+

Z
f�d� =

Z
(f+ + f�) d�;

et comme jf j = f+ + f�; le théorème est démontré.
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Proposition 3.4.6 (Quelques propriétés)

Pour tout f 2 L1(�); on pose

kfk1 =
Z
jf j d�:

1) Si f 2 L1(�) avec kfk1 = 0 alors f = 0 presque partout.

2) Si f; g 2 L1(�); alors f + g 2 L1(�) et �f 2 L1(�) pour tout � 2 R: Et aussi

l�application f 7�!
R
fd� est une forme linéaire sur L1(�): De plus,

kf + gk1 � kfk1 + kgk1 et k�fk1 = � kfk1

3) Si f; g 2 L1(�) et f � g; alors
R
fd� �

R
gd�

4) Si f; g 2 L1(�) et f = g presque partout, alors
R
fd� =

R
gd�:

Démonstration. 1) Pour tout n � 1; posons

An =

�
x 2 X : jf(x)j � 1

n

�
= jf j�1 (

�
1

n
;+1

�
) 2M

La suite (An)n�1 est croissante avec

1[
n=1

An = A = fx 2 X : f(x) 6= 0g

La continuité croissante de la mesure � (Théorème 1.4.1) donne

�(A) = lim
n�!+1

�(An):

D�après l�inégalité de Tchebychev, pour tout n � 1 on a

�(An) � n kfk1 = 0

Il s�ensuit que �(An) = 0 pour tout n � 1 et par conséquent

�(A) = lim
n�!+1

�(An) = 0:

Ceci prouve que f est nulle presque partout.

2) f + g est mesurable et jf + gj � jf j+ jgj donc on aZ
jf + gj d� �

Z
jf j d�+

Z
jgj d� <1:

51



Ce qui implique que f + g 2 L1(�) et kf + gk1 � kfk1 + kgk1 :

En outre,

(f + g)+ � (f + g)� = f + g = f+ � f� + g+ � g�

Donc

(f + g)+ + f� + g� = f+ + g+ + (f + g)�

Ainsi, Z
(f + g)+ d�+

Z
f�d�+

Z
g�d� =

Z
f+d�+

Z
g+d�+

Z
(f + g)� d�

Ce sont des intégrales �nies doncR
(f + g) d� =

R
(f + g)+ d��

R
(f + g)� d�

=
R
f+d�+

R
g+d��

R
f�d��

R
g�d�

=
�R
f+d��

R
f�d�

�
+
�
g+d��

R
g�d�

�
=

R
fd�+

R
gd�

D�autre part, si f 2 L1(�) et � 2 R; alors �f est mesurable etZ
j�f j d� = j�j

Z
jf j d� <1

et donc �f 2 L1(�) et k�fk1 = � kfk1 :

Si � � 0, R
�fd� =

R
(�f)+ d��

R
(�f)� d�

= �
R
f+d�� �

R
f�d�

= �
R
fd�

Si � � 0, R
�fd� =

R
(�f)+ d��

R
(�f)� d�

= (��)
R
f�d�� (��)

R
f+d�

= �
R
fd�
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3) Comme pour les fonctions mesurables positives (Proposition 3.2.3).

4) Si f = g presque partout, alors f+ = g+ presque par tout et f� = g� presque partout,

d�où R
f+d� =

R
g+d� et

R
f�d� =

R
g�d�

en vertu du Proposition 3.2.10. Il s�ensuit que
R
fd� =

R
gd�:

3.5 L�espace L1(�) des fonctions intégrables.

Soit (X;M; �) un espace mesuré. Considérons sur L1(�) la relation d�équivalence R

dé�nie par

fRg () f = g presque partout.

On note L1(�) le quotient de L1(�) par cette relation d�équivalence. Un élément de L1(�)

est donc une classe d�équivalence de fonctions dans L1(�); la classe de f 2 L1(�) sera

notée _f 2 L1(�)

L1(�) = L1(�)nR =
n
_f : f 2 L1(�)

o
:

D�après la Proposition 3.4.4, toute élément de L1(�) est de la forme _f où f 2 L1(�) est

une fonction numérique �nie partout, c�est à dire telle que f(x) 2 R pour tout x 2 X:

On véri�e immédiatement que L1(�) est un espace vectoriel sur R muni de lois usuelles

de classes d�équivalence.

On sait ((4) dans Proposition 3.4.6) que si f; g 2 L1(�) avec _f = _g; alors
R
fd� =

R
gd�:

On peut donc dé�nir l�intégrale de _f 2 L1(�) en posant

R
_fd� =

R
fd� et




 _f



1
=
R
jf j d�

Proposition 3.5.1 Soit (X;M; �) un espace mesuré. Alors

(i) L�application _f 7�! kfk1 est une norme sur L1(�):

(ii) L�application 	 : _f 7�!
R
fd� est une forme linéaire continue sur L1(�) de norme

� 1:

53



Démonstration. (i) On sait (Proposition 3.4.6) que l�application f 7�! kfk1 est une

semi norme sur L1(�), alors _f 7�! kfk1 est une semi norme sur L1(�): Maintenant, si


 _f



1
= 0; donc f = 0 presque partout et donc _f = _0:

(ii) Pour tout f 2 L1(�) on a���	( _f)��� = ����Z fd�

���� � Z jf j d� =



 _f




1

Ce qui prouve que l�application linéaire 	 est continue de norme � 1:

Remarque 3.5.2 Dans la pratique, on commet l�abus de langage qui consiste à notés par

la même lettre la fonction f 2 L1(�) et sa classe _f 2 L1(�): L�intérêt est que les éléments

de L1(�) sont des fonctions (non des classes d�équivalence), mais l�intérêt de L1(�) est

d�être�un espace vectoriel normé.

Théorème 3.5.3 [?]

Soit (X;M; �) un espace mesuré. Alors

(i) L1(�) est un espace de Banach pour la norme k�k1 :

(ii) Les (classes de) fonctions étagées (simples) mesurables forment un sous espace vec-

toriel de L1(�) qui est dense dans L1(�) pour la norme k�k1 :

Corollaire 3.5.4 [?]

Soit (X;M; �) un espace mesuré. Si ( _fn)n�1 une suite de L1(�) qui converge vers _f 2

L1(�) pour la norme k�k1. Alors, il existe une sous suite (fnk)k�1 qui converge presque

partout vers f:

3.6 Théorème de convergence dominée dans L1(�):

Théorème 3.6.1 Soit �(X;M; �) un espace mesuré. Soit (fn)n une suite de fonctions

numériques mesurables. On suppose que
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1) fn �! f presque partout

2) Il existe une fonction �xe g : X �! [a;+1[ intégrable telle que

jfnj � g presque partout (3.21)

Alors, f est intégrable et kfn � fk1 �! 0 quand n �! +1:

En particulier, on a

lim
n�!+1

Z
fnd� =

Z
lim

n�!+1
fnd� =

Z
fd� (3.22)

Démonstration. Tout d�abord, comme les fonctions x 7�! fn(x) sont mesurables et

(fn)n convergent presque par tout vers f , la fonction f est mesurable. Par (3.19) en on

déduit que jf(x)j � g(x) pour tout presque x 2 X: Comme g 2 L1(�); on aZ
jf j d� �

Z
gd� <1;

et par conséquent f est intégrable.

En posant hn = g + fn on h � 0; et elle est mesurable.D�après le lemme de Fatou on aZ
lim inf
n�!+1

hnd� � lim inf
n�!+1

Z
hnd� =

Z
gd�+ lim inf

n�!+1

Z
fnd�:

Or lim inf
n�!+1

hn = lim
n�!+1

(g + fn) = g + f p.p, ce qui implique, puisque
R
gd� < +1;Z

fd� � lim inf
n�!+1

Z
fnd�:

De la même manaièaire, en considérant la fonction hn = g � fn au lieu de g + fn, on

obtient,

�
Z
fd� � lim inf

n�!+1

Z
(�fnd�):

et comme lim inf
n�!+1

(�an) = � lim sup
n�!+1

(an) pour tuot suite (an)n2N; on en déduit queZ
fd� � lim sup

n�!+1

Z
fnd�:
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Ainsi noua avons démontré :

lim sup
n�!+1

Z
fnd� �

Z
fd� � lim inf

n�!+1

Z
fnd�;

ce qui implique que

lim
n�!+1

Z
fnd� =

Z
lim

n�!+1
fnd� =

Z
fd�:

Ce qui achève la démonstration du théorème de convergence dominée de Lebesgue.

Corollaire 3.6.2 Soit (X;M; �) un espace mesuré. Soit ('n)n une suite de fonctions nu-

mériques intégrables. On suppose que la série de fonctions
1X
k=1

'k converge presque partout

et que les fonctions

�����
nX
k=1

'k

����� sont majorées par une fonction intégrable indépendante de n.
Alors,

1X
k=1

'k est intégrable et on a

Z  1X
k=1

'k

!
d� =

1X
k=1

Z
'kd� (3.23)

Démonstration. Il su¢ t d�appliquer le théorème de convergence dominée à la suite de

fonctions intégrables

fn =
nX
k=1

'k

qui converge presque partout vers
1X
k=1

'k et qui sont majorées en module par une fonction

intégrable �xe.

3.7 Comparaison de l�intégrale de Lebesgue avec l�in-

tégrale de Riemann.

Proposition 3.7.1 [?]Soit f : [a; b] �! R une fonction. Les conditions suivantes sont

équivalentes
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(i) f est Riemann intégrable sur [a; b] :

(ii) f est bornée sur [a; b] et l�ensemble de ses points de discontinuité est négligeable pour

la mesure de Lebesgue �.

Théorème 3.7.2 [?]

Soit f : [a; b] �! R une fonction Riemann intégrable sur [a; b] : Alors f est Lebesgue

intégrable sur [a; b] et son intégrale de Lebesgue coïncide avec son intégrale de RiemannZ
[a;b]

fd� =

Z b

a

f(x)dx (3.24)

Intégrales généralisées

Soit I = (�; �) un intervalle non compact de R (soit I n�est pas borné, soit I est borné

et non fermé). Soit f : I �! R une fonction et supposons que la restriction de f à tout

intervalle compact [a; b] de I est Riemann intégrable.

Dé�nition 3.7.3 Lorsque la limite

lim
a
>�!�;b <�!�

Z b

a

f(x)dx

existe, on dit que l�intégrale
R
I
f(x)dx est convergente et on poseZ

I

f(x)dx = lim
a
>�!�;b <�!�

Z b

a

f(x)dx

Dans le cas contraire, on dit que l�intégrale
R
I
f(x)dx est divergente.

Si
R
I
jf(x)j dx est convergente, on dit que l�intégrale

R
I
f(x)dx est absolument convergente.

Le théorème suivant fait la lien entre convergence absolue de l�intégrale
R
I
f(x)dx et

Lebesgue intégrabilité de f sur I:

Théorème 3.7.4 Soit I un intervalle non compact de R: Pour toute fonction f : I �!

R dont la restriction à tout intervalle compact [a; b] � I est Riemann intégrable, les

conditions suivantes sont équivalentes
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(i) f est Lebesgue intégrable sur I:

(ii) L�intégrale
R
I
jf(x)j dx est convergente.

Lorsque l�une de ces conditions est réalisée, on aZ
I

fd� =

Z
I

f(x)dx (3.25)

Démonstration. (i)=)(ii). Si f est Lebesgue intégrable sur I; alors jf j est aussi Lebesgue

intégrable sur I et pour tout intervalle [a; b] inclus dans IZ b

a

jf(x)j dx =
Z
[a;b]

jf j d� �
Z
I

jf j d� < +1;

d�où il résulte que
R
I
jf(x)j dx <1:

(ii)=)(i). Posons I = (�; �) et choisisons des suites (an)n et (bn)n de points de I tels que

(an)n est décroissante et an �! �

(bn)n est croissante et bn �! �

an � bn pour tout n � 1:

Posons fn = f�[an;bn]. Comme f est Riemann intégrable sur [an; bn] ; elle est Lebesgue

intégrable sur [an; bn] et fn Lebesgue intégrable sur I: Les fonctions jfnj forment une suite

croissante de fonctions Lebesgue intégrables sur I qui converge simplement vers jf j : En

outre, Z
I

jfnj d� =
Z
[an;bn]

jf j d� =
Z bn

an

jf(x)j dx �
Z
I

jf(x)j dx < +1;

et le théorème de Beppo-Levi prouve que jf j est intégrable au sens de Lebesgue sur I:

Comme on a

jfnj � jf j ; pour tout n � 1;

le théorème de convergence dominée de Lebesgue (Théorème 3.6.1) implique que f est

Lebesgue intégrable sur I et queZ
I

fd� = lim
n�!+1

Z
I

fnd� = lim
n�!+1

Z bn

an

f(x)dx =

Z
I

f(x)dx:
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Exemple 3.7.5 La fonction x �! 1
x�
est Lebesgue intégrable sur [a;+1[ (où a > 0) si

et seulement si � > 1:

Démonstration. En e¤et, la relation

Z n

a

dx

x�
= 'n(t) =

8<: 1
1��(

1
n��1 �

1
a��1 ) si � 6= 1

lnn� ln a si � = 1

montre que
R +1
a

dx
x�
est convergente si et seulement si � > 1:

Il s�ensuit que la fonction x �! 1
x�
est Lebesgue intégrable sur [a;+1[ si et seulement si

� > 1: Dans ce cas on a Z
[a;+1[

1

x�
d�(x) =

1

(�� 1)a��1 :

3.8 Continuité et dérivabilité sous le signe
R

Soit (X;M; �) un espace mesuré, f une fonction de X �R dans R. On désigne par ft;

fx les applications partielles

x 7�! ft(x) = f(x; t) et t 7�! fx(t) = f(x; t):

Nous supposerons dans tout ce paragraphe que, pour tout t 2 R; la fonction ft est

intégrable

ft 2 L1(�); pour tout t 2 R: (3.26)

On dé�nit alors une fonction F : R �! R en posant

F (t) =

Z
ft(x)d�(x) =

Z
f(x; t)d�(x) (3.27)

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons à la continuité et dérivabilité de la fonction F:
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Théorème 3.8.1 (Continuité sous
R
)

Soit (X;M; �) un espace mesuré, et f : X � R �! R une fonction véri�ant l�hypothèse

(3.26) et t0 2 R ; on suppose de plus que

(i) Pour presque partout x 2 X, la fonction fx est continue de la variable t au point

t0 2 R:

(ii) Il existe " > 0; et g 2 L1(�) tels que

jf(x; t)j � g(x); pour tout t 2]t0 � "; t0 + "[:

Alors, la fonction F : R �! R dé�nie par (3.27), est continue en t0:

Démonstration. Il su¢ t de montrer que F (tn) �! F (t0) pour toute suite (tn)n de

]t0 � "; t0 + "[ qui converge vers t0: Posons

fn(x) = f(x; tn):

Pour presque partout x 2 X; la fonction fx est continue au point t0 et donc

fn(x) = f(x; tn) = fx(tn) �! fx(t0) = f(x; t0);

quand n �! +1. Par ailleurs,

jfn(x)j = jf(x; tn)j � g(x)

D�après le théorème de convergence dominée de Lebesgue (Théorème 3.6.1), on a

F (tn) =

Z
fn(x)d�(x) �!

Z
f(x; t0)d�(x) = F (t0)

quand n �! +1; d�où le théorème.

Théorème 3.8.2 (Dérivation sous le signe
R
)

Soit (X;M; �) un espace mesuré, et f : X � R �! R une fonction véri�ant l�hypothèse

(3.26) et t0 2 R ; on suppose de plus qu�il existe " > 0; A 2M et g 2 L1(�) tels que
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(i) L�application t 7! f(x; t) est dérivable pour tout t 2]t0 � "; t0 + "[ et pour tout x 2 Ac:

(ii) Pour tout t 2]t0 � "; t0 + "[ et pour tout x 2 Ac on a����@f@t (x; t)
���� � g(x):

Alors, la fonction F : R �! R dé�nie par (3.27), est dérivable en t0 et

F 0(t0) =

Z
@f

@t
(x; t0)d�(x):

Démonstration. Soit (tn)n une suite de ]t0 � "; t0 + "[ telle que tn �! t0 lorsque et

tn 6= t0 pour tout n � 1: Soit fn dé�nie par

fn(x) =
f(x; tn)� f(x; t0)

tn � t0
:

La suite (fn)n est dans L1(�) et converge presque partout vers la fonction x 7�! @f
@t
(x; t0)

car l�application t 7�! @f
@t
(x; t) est continue pour tout x 2 Ac: Par ailleurs, d�après le

théorème d�accroissements �nis, si x 2 Ac et n � 1, il existe �x;n 2]0; 1[ tel que

fn(x) =
@f

@t
(x; �x;nt0 + (1� �x;n)tn)

et donc

jfn(x)j � g(x); pour tout x 2 Ac et n � 1:

D�après le théorème de convergence dominée (Théorème 3.6.1) (appliquée sur la suite

(fn)n), la fonction x �! @f
@t
(x; t) (qui est dé�nie presque partout x 2 X) est dans L1(�)

et on a

lim
n�!+1

Z
fn(x)d�(x) =

Z
@f

@t
(x; t0)d�(x)

Ceci etant vrai pour toute suite (tn)n dans ]t0 � "; t0 + "[ telle que tn �! t0 lorsque et

tn 6= t0 pour tout n � 1, on en déduit bien que F est dérivable en t0 et

F 0(t0) =

Z
@f

@t
(x; t0)d�(x):
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Chapitre 4

Produit d�espaces mesurés

4.1 Produit d�espaces mesurables

Dé�nition 4.1.1 (Tribu produit)

Soient (X;M) et (Y;N ) deux espaces mesurables. Un sous ensemble de X�Y de la forme

A�B avec A 2M et B 2 N sera appelé un rectangle mesurable.

On désignera par M
N la tribu sur X � Y engendrée par les rectangles mesurables,

c�est-à-dire.

M
N = � (M�N )= � (fA�B : A 2M; B 2 Ng)

Proposition 4.1.2 La tribuM
N est la plus petite tribu sur X�Y qui rende mesurable

les deux projections canoniques

�1 : (X � Y;M
N ) �! (X;M); �1(x; y) = x

�2 : (X � Y;M
N ) �! (Y;N ); �2(x; y) = y

Démonstration. �1 et �2 sont mesurable car pour tout A 2M et B 2 N on a

��11 (A) = f(x; y) 2 X � Y : x 2 Ag = A� Y 2M
N
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et aussi ��12 (B) = X �B 2M
N :

Soit A une tribu sur X � Y qui rende

�1 : (X � Y;A) �! (X;M); �1(x; y) = x

�2 : (X � Y;A) �! (Y;N ); �2(x; y) = y

mesurables. Pour tout A 2M et B 2 N ;

A�B = (A� Y ) \ (X �B) = ��11 (A) \ ��12 (B) 2 A

ce qui signi�er queM�N � A doncM
N � A:

Proposition 4.1.3 Soient (X;M); (Y1;N1) et (Y2;N2) trois espaces mesurables et soit

l�application

f = (f1; f2) : (X;M) �! (Y1 � Y2;N1
N 2):

Alors f est mesurable si et seulement si f1; : (X;M) �! (Y1;N1) et f2; : (X;M) �!

(Y2;N2) sont mesurable.

Démonstration. Si f est mesurable, alors f1 = �1 � f et f2 = �2 � f le sont aussi comme

composition de fonctions mesurables (voir Théorème 2.3.4). Inversement, si f1 et f2 sont

mesurables, alors pour tout A1 2 N1 et A2 2 N2 on a

f�1(A1 � A2) = f�11 (A1) \ f�12 (A2) 2M

Donc puisque N1
N 2 = �(N1�N 2) et d�aprés la Proposition 2.3.1, f est mesurable.

Dé�nition 4.1.4 (Les sections)

Pour toute partie E de X � Y et tout x 2 X; on pose

Ex = fy 2 Y : (x; y) 2 Eg

On dit que Ex est la section de E selon x 2 X: De manière analogue, on dé�nit la section

de E selon y 2 Y par

Ey = fx 2 X : (x; y) 2 Eg
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Par exemple, si E = A�B où A � X et B � Y , pour tout x 2 X on a

Ex =

8<: � si x =2 A

B si x 2 A

Dé�nition 4.1.5 Soit l�application f : X � Y �! Z. Pour x 2 X et y 2 Y , on dé�nit

les applications partielles fx : Y �! Z et fy : X �! Z par

fx(y) = f(x; y) et fy(x) = f(x; y)

Une propriété importante de la tribu produitM
N est d�assurer la mesurabilité des

sections et les applications partielles. Plus précisément, on a

Proposition 4.1.6 Soient (X;M) et (Y;N ) deux espaces mesurables.

(i) Si E 2M
N ; alors pour tout x 2 X et y 2 Y on a Ex 2 N et Ey 2M:

(ii) Si l�application f : (X�Y;M
N ) �! (R;B(R)) est mesurable, alors les applications

partielles fx : (Y;N ) �! (R;B(R)) et fy : (X;M) �! (R;B(R)) sont mesurables.

Démonstration. Posons

A = fE � X � Y : Ex 2 N pour tout x 2 Xg

Comme (X � Y )x = Y 2 N pour tout x 2 X; on a X � Y 2 A: Si E 2 A; alors pour

tout x 2 X on a (Ec)x = (Ex)
c 2 N et par conséquent Ec 2 A: En �n, soit (En)n�1 une

suite d�éléments de A; pour tout x 2 X on a 
+1[
n=1

En

!
x

=
+1[
n=1

(En)x 2 N ;

et par conséquent
+1[
n=1

En 2 A. On a ainsi montré que A est une tribu sur X�Y: En outre,

si A 2M et B 2 N ; alors pour tout x 2 X;

(A�B)x =

8<: � si x =2 A

B si x 2 A
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de sorte que A � B 2 A: CommeM
N est la plus petite tribu sur X � Y contenant

les rectangles mesurables, on en déduit queM
N � A; ce qui démontre (i).

(ii) Soit a 2 R. Comme f : (X�Y;M
N ) �! (R;B(R)) est mesurable, on a f�1(]a;+1[) 2

M
N : Pour tout x 2 X; on a en vertu de (i)

f�1x (]a;+1[) =
�
f�1(]a;+1[)

�
x
2 N ;

et par conséquent fx : (Y;N ) �! (R;B(R)) est mesurable.

4.2 Mesure produit

On veut maintenant construire une mesure sur l�espace produit X �Y où X et Y sont

des espaces mesurés.

Théorème 4.2.1 [?]

Soient (X;M; �) et (Y;N ; �) deux espaces mesurés �-�nis.

(i) Il existe une unique mesure positive, notée �
 �; sur la tribuM
N qui véri�er

�
 �(A�B) = �(A):�(B) (4.1)

quels que soient A 2M et B 2 N :

(ii) Pour tout E 2M
N ; les fonctions

(X;M) �! [0;+1] et (Y;N ) �! [0;+1]

x 7�! �(Ex) y 7�! �(Ey)

sont mesurables de plus on a

�
 �(E) =
Z
X

�(Ex)d� =

Z
Y

�(Ey)d�: (4.2)

Corollaire 4.2.2 Sous les hypothèses du théorème précédent, on aZ
X

�Z
Y

�E(x; y)d�(y)

�
d�(x) = �
 �(E) =

Z
Y

�Z
X

�E(x; y)d�(x)

�
d�(y) (4.3)

pour tout E 2M
N :
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Démonstration. Il est clair que pour tout (x; y) 2 X � Y on a �Ex = �E = �Ey et par

dé�nition de l�intégrale on a

�(Ex) =

Z
Y

�Exd� et �(Ey) =

Z
X

�Eyd�:

Alors d�aprés (4.2) on a

�
 �(E) =
Z
X

�(Ex)d� =

Z
X

�Z
Y

�E(x; y)d�(y)

�
d�(x)

et

�
 �(E) =
Z
Y

�(Ey)d� =

Z
Y

�Z
X

�E(x; y)d�(x)

�
d�(y):

Remarques 4.2.3 1) L�hypothèse de �-�nitude est nécessaire. En e¤et, soit (X;M) =

(Y;N ) = (R;B(R)); � = � est la mesure de Lebesgue et � la mesure de comptage (� est

non �-�nie d�après l�Exemple 1.3.7). Soit E = f(x; y) 2 R2 : x = yg 2 M
N = B(R2):

Pour tout x 2 X et y 2 Y on a �(Ex) = 1 et �(Ey) = 0: Or

1 =

Z
R
�(Ex)d� 6=

Z
R
�(Ey)d� = 0

2) La mesure produit � 
 � est �-�nie sur (X;M 
 N ). En e¤et, comme les espaces

(X;M; �) et (Y;N ; �) sont �-�nis, il existent (En)n � M et (Gn)n � N tels que X =
+1[
n=1

En et Y =
+1[
n=1

Gn avec �(En) < 1 et �(Gn) < 1 pour tout n 2 N�: Pour tout

n;m � 1, on pose Fn;m = En �Gm, de sorte que

X � Y =
+1[
n;m�1

Fn;m et �
 �(Fn;m) = �(En):�(Gm) <1;

pour tout n;m � 1: Comme N2 est dénombrable, on en déduit que �
 � est �-�nie.

Exercice corrigé 4.2.4 (Exemple de mesure produit)

Soient � et � deux mesures �-�nies, non nulles, sur (R;B(R)) tel que �
 �(�c) = 0 où

� = f(x; x) : x 2 Rg � R2: Montrer qu�il existe a; �; � 2 R tels que

� = ��a et � = ��a;
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où �a est la mesure de Dirac en a:

Démonstration. On remarque d�abord que �c est un ouvert de R2 donc �c 2 B(R2):

De plus on a (�c)y = (�y)
c = fxgc ; alors par les hypothéses et Théorème 4.2.1 on a

�
 �(�c) =

Z
R
�(fxgc)d� = 0;

on déduit donc que �(fxgc) = 0; pour �-presque par tout x 2 R. Comme �(R) 6= 0; il

existe donc a 2 R tel que �(fagc) = 0. Ceci donne que � = ��a avec � = �(fag). Comme

� 6= 0 on a � > 0:

D�autre fois, grâce à le Théorème 4.2.1 on a

�
 �(�c) =

Z
R
�(fxgc)d� = 0

Comme � = ��a; on a donc � 
 �(�c) = ��(fagc) = 0 on déduit donc � = ��a avec

� = �(fag): En �n, comme � 6= 0 on a � > 0:

4.3 Théorèmes de Fubini et conséquences

Ces théorèmes relient l�intégrale sur la mesure produit et les intégrales itérées.

Théorème 4.3.1 (Fubini-Tonelli)

Soient (X;M; �) et (Y;N ; �) deux espaces mesurés �-�nis et soit f : (X�Y;M
N ) �!

[0;+1] une fonction mesurable positive. Alors

i) Les fonctions

(X;M) �! [0;+1] et (Y;N ) �! [0;+1]

x 7�!
Z
Y

f(x; y)d�(y) y 7�!
Z
X

f(x; y)d�(x)

sont mesurables.

ii) On a les égalités suivantesZ
X�Y

fd(�
 �) =

Z
X

�Z
Y

f(x; y)d�(y)

�
d�(x)

=

Z
Y

�Z
X

f(x; y)d�(x)

�
d�(y) 2 [0;+1]

(4.4)
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Démonstration. Pour f = �E; avec E 2 M
N ; les conclusions de i) et ii) ont été

établies en ii) dans le Théorème 4.2.1 et le Corollaire 4.2.2. Pour f : X � Y �! [0;+1]

étagée mesurable, les résultats restent vrai par linéarité. Finalement, si f : X � Y �!

[0;+1] mesurable, alors par la Proposition 2.3.8 il existe une suite croissante (fn)n�1 de

fonctions étagées positives telles que

lim
n!+1

fn(x; y) = f(x; y); pour tout (x; y) 2 X � Y:

Par le Théorème 3.2.4 de la convergence monotone on aZ
X

f(x; y)d�(x) = lim
n!+1

Z
X

fn(x; y)d�(x);

pour tout y 2 Y . Donc la fonction y 7�!
Z
X

f(x; y)d�(x) est mesurable comme la limite

simple d�une suite de fonctions mesurables (voir Proposition 2.3.7). Par le même raison-

nement, on voit que la fonction x 7�!
Z
Y

f(x; y)d�(y) est mesurable.

Les égalités (4.4) est vraie pour les fonctions fn donc pour f par passage à la limite

croissante en appliquant deux fois le Théorème 3.2.4 de la convergence monotone.

On passe maintenant au cas de fonctions réelles ou complexes.

Théorème 4.3.2 [?](Fubini-Lebesgue)

Soient (X;M; �) et (Y;N ; �) deux espaces mesurés �-�nis et soit f : (X�Y;M
N ) �!

R ou C une fonction intégrable, c-à-d f 2 L1(�
 �). Alors

1) fx 2 L1(�) pour �-presque partout x 2 X et fy 2 L1(�) pour �-presque partout y 2 Y:

2) La fonction x 7�!
Z
Y

f(x; y)d�(y) est dans L1(�) et la fonction y 7�!
Z
X

f(x; y)d�(x)

est dans L1(�):

3) On a les égalités suivantesZ
X�Y

fd(�
 �) =
Z
X

�Z
Y

f(x; y)d�(y)

�
d�(x) =

Z
Y

�Z
X

f(x; y)d�(x)

�
d�(y): (4.5)

Remarque 4.3.3 Il existe des fonctions f : (X � Y;M
N ) �! R pour lesquelles les

intégrales superposéesZ
X

�Z
Y

f(x; y)d�(y)

�
d�(x);

Z
Y

�Z
X

f(x; y)d�(x)

�
d�(y) (4.6)
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ont un sens, mais qui ne sont pas intégrables (c-à-d f =2 L1(� 
 �)) comme le montre

l�exercice suivant

Exercice corrigé 4.3.4 Considérons, sur le produit ]0; 1[�]0; 1[ muni de la mesure pro-

duit des mesures � de Lebesgue sur ]0; 1[, la fonction f dé�nie par

f(x; y) =
x2 � y2

(x2 + y2)2

Montrer que les intégrales (4.6) existent mais f =2 L1(�
 �):

Démonstration. Pour 0 < x < 1 on aZ 1

0

�Z 1

0

f(x; y)dy

�
dx =

Z 1

0

�
y

x2 + y2

�y=1
y=0

dx =

Z 1

0

1

1 + x2
dx =

�

4
:

On véri�er de même que Z 1

0

�Z 1

0

f(x; y)dx

�
dy = ��

4
:

En e¤et, f =2 L1(�
 �) carZ
]0;1[2

f+dydx =

Z 1

0

�Z x

0

x2 � y2

(x2 + y2)2
dy

�
dx =

Z 1

0

�
y

x2 + y2

�y=x
y=0

dx =

Z 1

0

1

2x
dx = +1:

La forme la plus courante du Théorème de Fubini est la suivante

Théorème 4.3.5 Soit f : (X � Y;M
N ) �! C. Si l�un des trois nombresZ
X�Y

jf j d(�
 �);
Z
X

�Z
Y

jf j (x; y)d�(y)
�
d�(x);

Z
Y

�Z
X

jf j (x; y)d�(x)
�
d�(y)

(4.7)

est �ni, alors il en est de même pour les deux autres. De plus on a les égalités (4.5).

Démonstration. D�aprés le Théorème 4.3.1 de Fubini-Tonelli, les trois nombres (4.7)

sont égaux. Donc si l�un est �ni, f 2 L1(�
 �) et le Théorème 4.3.2 de Fubini-Lebesgue

donne la conclusion.
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