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Chapitre 1 : Introduction

Cinématique du point matériel

Définition: La cinématique est lI'étude du mouvement en fonction du temps
indépendamment des causes produisant ce mouvement (les forces appliquées au point
matériel, la masse, I'inertie).

a- Repere: Pour repérer la position d'une particule, il est nécessaire de définir un repére
d’espace. Cela consiste a choisir une origine O et une base (e;, e, e3). Le triédre
(0,e,e;5,e3) estlerepére d’espace.

b- Référentiel: Un référentiel est un repére spatial muni d’'un repére temporel (repére +
horloge).

Soit un référentiel R, dont le repére d’espace a pour origine un point O, et par
rapport auquel on étudie le mouvement de la particule P, la position de ce point a un
instant t quelconque est donnée par le vecteur position: 7 = /) = OP.

Le vecteur position varie au cours du mouvement et l'ensemble des positions
successives au cours du temps de son extrémité P forme une courbe appelée trajectoire
de la position P.

En utilisant pour le repere d’espace les coordonnées cartésiennes de base orthogonale
associée (7,7, k), le vecteur 7 se décompose en: 7 = x7 + yJ zk.

La donnée des fonctions x = f(t),y = g(t), z = h(t) constitue les équations horaires du
mouvement, celle-ci peuvent étre obtenues par intégration des équations du
mouvement.

L’équation de la trajectoire s’obtient en éliminant le temps t entre les différentes
équations horaires, ce qui n’est pas toujours en pratique possible.

Il est intéressant d’introduire un repere spécifique appelé triedre de Serret-Frenet
(Repere de Frenet), il permet d’exprimer d'une fagon intrinseque la vitesse et
'accélération, (c'est-a-dire exprimer ces grandeurs
cinématique indépendamment d'un systeme de
coordonnées particulier).

Il s’agit d'un repere mobile avec P(t) (position de la &
particule a un instant t) orthonormé de T
—_ - — -ri P(t+
vecteurs de base (T, N, B). t
1 AT

2
T

T : Tangente en P(t), orienté dans le sens du .g%

mouvement. ‘ ! -Repére de Frenet-

N : Normale 2 la trajectoire en P(t) perpendiculaire a T , orienté vers le sens de
courbure.

B :Binormale B=T AN .

Ox x4

Vecteur Vitesse

P position de la particule a l'instant t, P’ position de la particule a I'instant t’.
: . . PP’ _ A7

La vitesse moyenne est égale a : Up,,,, = % = A—: , At =t—t'

. . , , . o > . PP’ ar
La vitesse instantanée est egale A Vips = vP/R = Allm E = E
t—0 R




I est facile de montrer que le sens de la vitesse v est celui de la tangente a la trajectoire
au
point P, donc le sens de la vitesse est celui du mouvementde P a P’.
En utilisant les coordonnées cartésiennes le vecteur vitesse se décompose en :
dy dz

T
La notion d’abscisse curviligne peut étre introduite pour donner une interprétation plus
physique de ¥ : d7 = ¥.dt qui correspond au vecteur déplacement infinitésimale
pendant dt
sur la trajectoire de P. Sanorme ds = ||d7|| = ||?7]|. dt = v.dt,
correspond donc a la distance
parcourue pendant dt par la particule.

v—xl+yj+zk oux—dt,y

Onads=v.dt=>v= %, en utilisant le repére de Frenet: v = vT =

E -

dt

L’abscisse curviligne s(t) correspond a la distance parcourue par la o

. t
particule entre t, et t: s(t) = fto v.dt

Sens du vecteur vitesse

Vecteur accélération
Par définition, le vecteur accélération et la dérivée du vecteur vitesse.

5 o av _ d*F
a=dpp="="7,en coordonnées cartésiennes l'accélération se décompose en : @ =
> o e .. <. d’x .. d’y . d’z
ap/r —xl+y]+zk,oux = V= peti=—
Dans le repére de Frenet, nous avons :

2 dsm av d(vT) _ dw) d(T)  dvz dsdT dv =3 aT
F=rT=2Teta=2 »g=N_d07 4O _&z,, LT 42l

dt dt dt dt dt dt ds ds

Q

v dT . , ) g e , .
= T + v? = =, pour trouver la relation finale de | acceleratlon il faut determlner la

. : : dT \
direction et la valeur scalaire du vecteur o dans le repéere de Frenet.

—

. . dT
La direction de S

On peut facilement vérifier que % est perpendiculaire a (L T) donc parallele a (|| N )
dans le repére de Frenet.

|

= - ar? _ d(TT T
T est un vecteur unitaire (T2 = 1),0 = - = (ds ) _

~T+T.5-=2T.5

a.|9-
a.|9-
515,

= dT =  dT aT , =
=2T.—=0=T 1L —etdonc—|IN
ds ds ds

. dT
La valeur scalaire de =
En utilisant toujours le repere de Frenet on peut aussi calculer

. . daT
facilement la valeur scalaire de E :

dT = ||T||d6 etds = Rcd6 = —S =—N

1
Rc
— 2o - 2 -
Et par conséquent: d = (v)T YNod= d—sT + i(d—s) N =dr+
Rc dt Rc

dr : Composante tangentielle (colinéaire a v°)
ay : Composante normale (nulle pour Rc = )

calcul géométrique de I'accélération
normale dans le repére de Frenet




Coordonnées cylindriques (base mobile)
Définition: Dans ce systéme la position du point est repérée par la donnée de la

composante z(comme dans les coordonnées cartésiennes) et de g
ses coordonnées polaires qui permettent de repérer la position o k
de la projection orthogonale m du point M sur le plan horizontale. i ™ M‘T €

D’apres la figure précédente, on a donc :

|{p =|om|| , 0<p<+w rayon polaire,

p=({0m) ,0<¢p<2n angle polaire

Ikz = ||mM|| = ”W” ,—00 <z < +00 cote.

m est la projection de M sur le plan (x0y) et X

X = pcose p= \/m
{y = psing Ou inversement @ = arctan¥

z=2z _ X
Z=1z
On associe la base orthonormée (Ep, e],, k)aux coordonnées cylindriques,
€, = cosp.1+ sing.j
€, = —sing.T+ cose.j

k=k B}

Vecteur position: OM = pe, + zk A .
Vecteur déplacement élémentaire: dOM = dpé, + pdpé, + dzk

Elément de volume: dV = p.dp.d¢.dz
Vecteur vitesse: V/ = pé, + ppé, + zk
Vecteur accélération: d = (§ — pgp?)é, + (2p¢ + pp)é, + 7k

Coordonnées sphériques : (base sphérique est mobile)
Ifr = ||W||, 0<r <+ rayonvecteur

4(;) = (Z’ﬁri), 0<ep=<2m azimuth

| S
k@ = (k, OM), 0<0<m colatitude

X =r.sinf.cose
{y = r.sinf.sing

Z = rcosf
La base orthonormeée associée aux coordonnées

sphériques est notée (&, &, é’(p). Cette base est reliée ala
base des coordonnées cartésiennes par les relations:
€, = sinB.cos@.T + sinb.sing.j + cosb.k

8y = c0s0.cos@.T + cosb. sing.] — sinb. k
€, = —sin@.7+ cosp.j
Vecteur position : OM = 78,
Déplacement élémentaire : dOM = dr. &, + rd0é, + r.sind. de. €y
Volume élémentaire : dV = dr.rd0r.sinf.de = r.dr.sinf.d6.de
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Vecteur vitesse en coordonnées sphériques :

. doM d(ré,) . o
V(M/R)z dt = dt =7’9r+7‘9€9+7‘<p51n9.e¢

Vecteur accélération en coordonnées sphériques:
= (r - réngzsmze) é. + (270 + 16 — r¢?sind. cos)é,
+ (27°¢. sinf + 2rf¢cosd + r@sind)é,

Dynamique du point matériel

Définition : La dynamique est une science qui étudie la cause de mouvement d'une

particule (c.a.d. la force F ).

Quantité de mouvement : notée P
Pour une particule M de masse m en mouvement dans un référentiel R, la quantité de
Mouvement est: P y /gy = MUp(r)

Lois de Newton

1¢re Joi de Newton : Le Principe d’inertie : «Tout corps persévere dans I'état de repos
ou I'état de mouvement uniforme en ligne droite dans lequel il se trouve, a moins que
quelques forces n’agissent sur lui, et ne le contraigne a changer d’état»

Pour le principe d’inertie, P /R = Cte donc By gy = cte.

e Un référentiel R ou le principe d’Inertie est vérifié est appelé référentiel Galiléen.
e Tout référentiel R; en translation uniforme par rapport a un référentiel
R,Galiléen est considéré aussi Galiléen.

L'inertie : Est le refus de 'objet de changer ses grandeurs cinématiques.
2eme]oj de Newton : Principe fondamental de la dynamique (P.F.D.)

Par rapport a un R, (Galiléen), le mouvement de la particule M de masse m soumis a une

résultante de force ]? ;
La variation de la quantit¢é de mouvement du point matériel pendant une

intervalle de temps At est Ap = f At.
Pour At trés petit; At —» dt = Ap - dp = f — Z_f

Dans le cas particulier o la masse est constante : dp = d(mv) = mdv

dv

—=ma
dt

- dﬁ

3eme]oj de Newton : Principe des actions réciproques
Pour une particule M; de masse m, et une particule M, de masse m,, si M; exerce une
force f;_,, sur M,alors M, exerce aussi une force f,_,; de telle sorte que f;_,, = —f,_1.

Travail et Energie :
Travail w: Le travail élémentaire réalisé par la force f sur le point matériel lors d’'un

déplacement dl sile point matériel se déplace de point A au point B sur une trajectoire :
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=ff.df ff dl. cos fdl)

L’énergie cinétique: Nous nous proposons de calculer le travail fournis par la

résultante des forces F sur un point matériel lors d'un déplacement dl sur une
trajectoirede Aa B ;

B B R B N
ffdf fdpdf fd*dl
Wyp = dl=]—.dl = —
AB dt P-G¢
A A A
. B - - -
Sim=cte=>wsp =m |, v.dv=%m By’ —,°)
=>WAB =%m632_%m1_7:42 ﬁWAB =AEC

On appelle la quantité %mﬁz énergie cinétique du point matériel au point C de la

trajectoire.

Théoreme de I'énergie cinétique Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie
cinétique entre deux positions est égale au travail de la force résultante appliquée entre
ces deux positions.

AE. = Wip(Fext)

L’énergie potentielle : Nous nous proposons de calculer le travail fourni par une force

. . e GMm ﬁ -
gravitationnelle f = —r—zﬁ’r = Wy = —GMmfr—;. dr.

oudr = rdOug + dri,.
= Wap = —GMm [ = (rd@ily + drii,) = —GMm [ % (rd01,. iy + dril,. )

, U, Ly = t,.1g =0
Or {u,, Uy} est une base orthonormée = { e e

i =1
U
TB
1\ GMm GMm
Wap = —GMm f r2dr = —GMm(— —) 2o
E T/ra s Ta
A
GMm GMm
S = (—2) = (= 5) = Ep(A) - Ep(B) = —AE,

AEp estla variation de I'énergie potentiel entre les points A et B.

Si la particule part du point A pour acquérir une vitesse Uz en B, son énergie cinétique
passe de E-(A) al’énergie E;(B), on dit que cette énergie est la transformation d'une
énergie emmagasinée dans la particule en A qui se transforme en énergie cinétique. On
appelle cette énergie emmagasinée énergie potentielle et on écrit : AE, = —AE,.




<

D'autre part, AEp = —w,5(f) = AEp, = — [ f. d?:ff dEp = —fff. dr

dEp

DoncdEp = —f.d7 = f = = —VE,

On peu déduire que Ep = —f. d7

On dit que Ep est primitive de f , f est une dérivée de I'énergie potentielle = f dérive
d’un potentiel.

Energie mécanique totale E,, : Le théoréme de I'énergie cinétique peut étre écrit de
facon équivalente en décomposant la somme des les forces en trois groupes:

Forces qui dérivent d’'un potentiel (conservatives)ﬁc.
Forces qui ne travaillent pas (F 1 au déplacement ).
Forces non-conservatives (dissipatives) ﬁNC.

AE. = Wp + Wpg, ., avecAEp = =Wz,

Fne’

AEy, = AE + AEp =Wz + Wy — Wz, =Wz =AE, =Wg

Fnc
D’oul le théoreme d’énergie mécanique : La variation de I'énergie mécanique est égale au
travail des forces non conservatives. L’énergie totale est conservée si le systéme est
soumit uniquement a des forces conservatives.

Systeme a N particules et forces extérieures
Soit un systeme de N particules dont les interactions mutuelles sont régies par la
3éme loi de Newton (principe de I’action et de la réaction).

Le centre de masse G est défini par: 7t w
M« *
.
0C = »N, m;.oM, _ N m;. oM,

)

N
Zi:lmi M

M = YN | m,; estla masse totale du systéme de points

matériels.

En termes de coordonnées,

= _ZN 1 M. X;
0G = —Zl 1m0 Ml:>! Ve = =i 1m1 Vi, (pour un systeme discret).
|
tZG = _ZN 1M;. Z;

Yo = fsystdm- Y(am)» (pour un systéme continu).

1
Zc =y fsystdm' Z(am)




La quantité de mouvement d’'un systeme de N points matériels: La quantité de
mouvement totale du systéme est: P,,, = 2N, p, =2~ ., mv, = M.V;; on dit que le
point G résume le systeme point de vue cinématique.

Théoréme de centre de masse: Appliquant le P.F.D a chacun des points du systéme:

dv, . S
mi% = fext—i T ij—n'

Jj#i

S
* f..t; :laforce extérieur qui s’exerce sur la particule i.
.
e Yixjfj-i: laforce interne qui s’exerce par chaque particule j du systémesur la
particule i.

Par I'additionner des équations précédentes sur toutes les particules i du systéme:
N vy _ vwN (F Z Y_SN 7 N g
i=1Mi- = i=1(fext—>i + Zj:tifj—»i) = Yt fextoi T Diz1 Djxi fimis

- -
N foxtoi = fext—syst: est la somme vectorielle des forces extérieures qui s’appliquent

>
sur tout le systeme ou n'importe ou s’appliquent ces forces; et Iiv=12j¢ifj—>i =

- - —
’fsisj(fj_)i + fi_)j) = 0: grace a la troisieme loi du Newton.

YN avi _ d (yWN 5) = 2 (Y V) = m Ve
Tel que: Y=, m;. — 4 (EN, m;.3;) = A (M.V;) = M. ~
.. , dve 2 dProt
Alors le théoreme de centre de masse est par conséquent: M. gk fext—syst Ou =

5
fext—>syst

On dit que le point G résume le systeme point de vue dynamique et comporte
comme n'importe quel point matériel obéit au P.F.D. Le théoreme de centre de masse
permet de traiter la mécanique macroscopique sans occuper d’autre chose que de point
G.

Le moment cinétique d’'un systéme de N points matériels: G,,/, = >N, i/ =
L. (OM.Ap,)

. S \ . - 1 2
L’énergie cinétique d’un systéme de N points matériels: E;,,, = YN, S Ml

Le nombre de degrés de liberté
Un systéme physique a 1,2,3,4, ... ... , N degrés de liberté.
Le degré de liberté est la généralisation du nombre de directions indépendantes selon

lesquelles une particule peut se déplacer dans I’espace physique.
Ainsi, une particule pouvant se déplacer dans une direction possede un degré de liberté.

F X
T L

Particule & un degré de liberté
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Une particule est libre de se déplacer dans un espace a deux dimensions, elle possede
deux degrés de liberté. "

(—.—ix

!

Particule a deux degrés de liberté

Une particule est libre de se déplacer dans un espace a trois dimensions, elle possede
trois degrés de liberté. 9

Particule & trois degrés de liberté

La contrainte ou la liaison peut réduire ou supprimer au moins un degré de liberté.

Exemple : Particule libre sur un axe (0x) :
Si une force F = —k. x agit sur la particule, W ’ --- @ .
= le degré de liberté est réduit de -x0 a +x0 —re—> -4

-¥o +x0
Particule a un degré de liberté réduit de x0 a +x0

Si le ressort est remplacé par une tige, la
particule perd son degré de liberté.

(L%

B

N
o
x

x=cte
Particule & O degré de liberté
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Chapitre 2 : Formalisme de Lagrange

Introduction : La méthode de Newton utilise les vecteurs pour décrire les systémes
physiques, cette méthode devient difficile si les systemes physiques deviennent
complexe.

Lagrange propose une méthode analytique pour étudier le mouvement des
systémes physiques. Le Lagrangien permet d’étudier une vaste gamme de problemes en
mécanique. En se sens il est équivalent au formalisme de newton mais, il a sur se dernier
un certain nombre d’avantages, d’abord il est fondé sur un principe théorique
fondamental et élégant. Il utilise des quantités scalaires plutot que vectorielles et en ce
sens, sa forme est indépendante des coordonnées utilisées.

Les liaisons : Un mobile est dit lié s’il subit des contraintes de la part du milieu dans
lequel il est en mouvement.

Liaison géométriques : C'est la liaison qui impose des conditions sur les coordonnées
du mobile.

Exemple 1 : Deux masses reliées par une tige.

X1 X2
my {yl ;M {yZ» or:l =/(x; —x)2+ (W, — y1)? + (2, — 2,)?
Z Z2

=@ —x) 40, =y + (2, —2)2 - 12 =0

Exemple 2 : Une bille qui se déplace dans un tube circulaire de rayon R, si le tube est
posé sur un plan horizontal : x? + y? = R?, z = cte.

fooy) =x2+y?-R*=0

On peut écrire : {
z = cte

Exemple 3 : Une bille se déplace a l'intérieur d'une sphére de rayon R ; x? + y? + z? <
R? eton écrit f(x,y,2z) = x> + y?> + z> — R> < 0. Ou x, y et z sont mesurées par rapport
au centre de la sphere.

Liaison cinématique : C’est la liaison qui impose des conditions sur la vitesse du
mobile.

Exemple : La vitesse d'un parachute diminue jusqu’a atteindre une vitesse limite ;

v=\x2+y2+z22=v,>f(x,y,2) =Jx2+y2+22—v, =0.

e On appelle liaison stable toute liaison dont I'expression est donnée par une
équation:

{ fx,y,2) =0
flx,vy,2,x,v,2) =0
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e On appelle liaison instable toute liaison dont l'expression est donnée par une
inégalité.
e Laliaison idéale est la liaison dont le travail de ses réactions est nul.

La liaison holonome : C’est la liaison géométrique ou cinétique intégrable stable.

Un systéme soumit a des liaisons holonomes est dit systéme holonome.
Travail virtuel :

Déplacement réel: L’hors d’'un déplacement réel, on a besoin de suivre la variation de la
position de la particule dans le temps. D’'une facon générale, le déplacement infinitésimal
est due a une variation explicite dans le temps: le temps t apparait explicitement dans
'expression du vecteur position: 7 = vt. L'expression du déplacement possible ne peut
étre extraite qu’a partir de I'expression de la liaison c.a.d. a partir de

fooy,2,t)=fFt) =0 et df = %dﬂi—fdt =0

Déplacement virtuel: Nous allons intéresser aux systemes holonomes seulement.

A chaque fois on applique une force efficace on obtient du déplacement possible.

df =2Ldi+2Ldt=0.......(1)

af - -
w(2)-(1)=>=dr—-d7') =0
_ a_f s34 3_f o ( or
df =L+ Lde=0.....2)
On appelle 67 = d7 — d7' le déplacement virtuel. 67 représente donc un glissement de la
trajectoire possible (1) vers la trajectoire possible (2).

Le déplacement virtuel est un déplacement infinitésimal atemporel (théorique ou
mathématique et non-physique) qui ne nécessite pas de temps. Ce déplacement décrit le
passage d’'une configuration d’équilibre du systéeme a une autre configuration d’équilibre
sans pour autant considérer le temps de passage: C’est un déplacement dans l'espace de
configuration.

Le nombre de degré de liberté:

Définition: Le nombre de degrés de liberté d’'un systeme est le nombre de variables
indépendantes (dites coordonnées généralisées) nécessaires et suffisantes pour décrire
son évolution d’'une facon unique et complete.

Le nombre de degrés de liberté (n) =

le nombre de parameétres de configuration - le nombre de contrainte
(liaisons) (k)

% Un point matériel: le nombre de parametres de configuration est 3;
ddl=3 -k
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% Un systeme de N points matériels: le nombre de parametres de configuration est

3N;
ddl =3N —k

Exemple : pendule simple

© ©
Pour déterminer le mouvement de la masse m il faut calculer

. . . |
(xm (), ym (£)). Mais dans ce cas on peut juste calculer une coordonnée N
et déduire 'autre a partir de I’équation de la liaison. Le systéme est dit X
systéme a “un” degré de liberté ; 7 R
y\l

Le nombre de parameétres de configuration est n = 2 (mouvement dans
le plan).

Le nombre de contrainte (liaisons) estk = 1; f(x,y) =x2+y?2—12=0
>n—-k=2-1=1

= Une maniére plus élégante d’étudier le mouvement de la masse serait de choisir
I'angle 6 que fait la tige avec la verticale comme variable de mouvement; nommeée par
coordonnée généralisée, notée par q, = 6.

Les coordonnées généralisées : Ce sont les coordonnées que nous devons calculer
pour déterminer les équations de mouvement du systeme physique. La coordonnée
généralisée est définie d'une maniere générale; elle peut étre mesurée en “metre,
radian, courant...”.

Le nombre de coordonnées généralisées est égale au nombre de degrés de liberté.

On paramétrise un systéme par « les coordonnées généralisées » supposées
indépendantes, notés q; et par leurs dérivées temporelles ¢; pouri € 1,..,n, appelées
« vitesse généralisées ».

L’espace qui caractérise I'état du systéeme a un instant t donné est « l'espace de
configuration » de coordonnées (g4, 42, 43, --» qn; 41, 42, 43 - Gn)

Exemple : Une particule, en coordonnées cartésiennes :

(1,92, 93) = (1,0, ) et (41,42 q43) = (1,0, 9) .

Il est possible d’exprimer le vecteur position ¥ = o M de la particule en fonction de la
coordonnée généralisée g par : 7 =7 (q).

Soit F 1a résultante de toutes les forces agissant sur la particule. Le principe fondamental
az¢ av

\ =4 d,f: . .
= m—,ouv = — estvitesse de la particule.
dt? dt dt

de la dynamique nous donne: F=m

C’est le principe du travail virtuel, et il est exprimé par la condition:

6rj

SW =¥V F,.6% = 0avec6# = Y™, ” 5 q;

Le travail virtuel prend la forme :

-

(I:")—Z—I;).Sf’z O:>Z?=1[(ﬁ—i—f).a—i5qi] = O;d—ﬁzm& =m.

&
S

=




= OF av or
=Y F.——0q; = z_1m_-_,5qi
2q; i
= OF

Le premier terme: F. 39
i

une force ou un moment de force).

= (@; est la i®™® composante de la force généralisée. (Peut étre

S

S’il y a n coordonnées généralisées il ya nQ;. F, Ici est la force sur la composante a du
-

systéme, qui par les lois newtoniennes est ma, = mf,.

3
L 0f, - 07 - 07, or5
Q-=ZF—=F—+F—+F—
' * q; 15%’ Zaqi 36%’

. d
Le deuxieme terme: "
v  of d (9% d (o7 a [(df a7
Ona:—=— alors—— == =2 (4r)y_2%v
9¢; 9q’ a4 dt \dq; dq; \dt aq;

d = 6? d'l_} 817 > d 3? dv 31‘ = 8 d?
Or,—(v. )=—. +v.—( ) +v.—(—)
dat dq; dt dq; dt \dq; dt " dq; dq; \dt

ST L5 5 L (P) = (5.2) - 5.2
dt "aq; dt\ adg; P T dt \ T ag; "9q;

5 0V LI - 07 1 0v2
Le terme v.— peut s’écrire sous la forme: v.— =-—
q; 9q; 20q;
~ 5 0V _1 a dv ar _ 1992 1 a
De méme pour le terme: v.— > ==
dq; 2 8ql dt 0ql 20q; 2 6qi

Remplagons par ces expressions dans le deuxiéme terme, on obtient:

n av or n 1092 _ 107
=1 5a 8q; = nizym. (2 a4; 20q; )6 =
n - - n - 4
dv 61”6 _Z 1 dv? 1 o0v? 5
"o, "M T L2 ag, "2 ag, )"
=1 =1
1 9¥ _ 9k i 9¥? _ 9Ec 4 (9Ec\ _ 9Ec) o
Or 250 = 4, et - 30 = aq. 0 00 obtient: .7, Q; . 6q; = X1- (dt(aqi) aqi)&ll

= i |G (55) - 5a0) — @ oa =0

Les coordonnées généralisées sont indépendantes, alors que les §q; sont aussi
indépendantes;

i

d(aEC> J0E,

Cette derniere équation est ’équation de Lagrange en termes de I'énergie cinétique.
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. = = - o - a > - -
Pour une force conservatrice: F, = =V Ep (1,73, ..., Ty) = —— Ep(7}, T3, .o, Ty)

07
: 7] > o -
notation: (F,), = —:Ep(rl,rz, oty ) k=1,23eta=1,2,..,N
a,

Le travail effectué pour changer I'état du systéme de 7, a 7', est: Ep (7)) — Ep(7*' )

La dérivée du potentiel par rapport a g; peut se faire de la maniere suivante:

=

dq, L. o7, dq, | o, at

a=1 a=1

a- a _Qic

N R 5

J0Ep JE, 07, OEpdr, Z G
On suppose dans ce cas que parmi les forces extérieures qui s’exercent sur chacune des
particules il y a des forces dérivent d’un potentiel Ep, et que ce potentiel ne dépend que
des coordonnées généralisées Ep(q;). Les composantes de la force généralisée peuvent
se mettre sous la forme:

= 07 or, o, a7, 0E
ZNFa a_ZN(Fc—nx'l'FNc—»a) —= izngc—w: aa+2a Nc-a- a"‘:_aq’:

QiNc

+

aEc) % aEp

Revenons a I’équation de Lagrange précédente; — (aq 0 + Qine
l l

0(Ec— EP)) 0(Ec—Ep) = Quy
INC

)
Et comme a_ = 0, on peut écrire: ( oa,

qi dt aq;

Par définition: E. — Ep = L est appelé le lagrangien du systeme, et les équations
d’Euler-Lagrange devient :

d (6,6) oL
dt\dag;) aq, ™°

Pour un systeme qui possede n degrés de liberté, on a un ensemble de n équations
différentielle de 2™¢ ordre.

Exemples:

1. Pendule simple:
Les équations de Lagrange: — (Z—IZC) Z—Zf = Q;
La force généralisée Q;: Q; = X7, ﬁext ; ;avec: g =0 (n=1).
Le vecteur position en fonction de la coordonnée généralisée est: 7 = lcosOT + lsinf]
Considérons un déplacement virtuel 67: 67 = 2—250 = (—IsinB.T + lcos0))560 = 166. 1y

Le travail virtuel est donné par:
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SW =mg.67 = (mgcosO U, — mgsind uy).166.1Uy = —mgl50sind
La seule force qui travail est le poids, (7: 1 67).

Et comme: §W = Qy.60=>Qy = —mglsind.
L’énergie cinétique E.: E; = %mﬁz ;

5o dr _dr 40 _ s A(_lsing. 1 52 _ 1202

v=—=—. v = 0(—lsind.7 + lcosO))= v? = 1%6

aEc_ 24 d(aEC)_ 24

- = = —\—==)=

= E, = ml262 = % mio = 4 (Gg) = mEe
2

dEc
20 =0
)z . ys ., d (0Ec 0Ec¢ 24 .
Donc I’équation de Lagrange s’écrit: = (ﬁ) Yy Qo = ml*0 = —mglsind

Et1’équation du mouvement est: 6 + %sin@ =0

6+ w?sing =0;w = %

2. Un plan incliné, en mouvement:

Nous choisirons des variables dynamiques pour
décrire le systtme m;(X1 Y1 Z1) et y
m,(X2 Y2 Z2).Les contraintes:

v' Le mouvement a lieu dans un plan, donc
7z, = z, = cte.

vy, = cte.
x, =d, +d,sinf

v 1 2 1 — Y1
{yl = h —d,cos6 =tgo dy—xq

On a 4 contraintes =ddl = 6 — 4 = 2
On choisit comme coordonnées généralisées: q; = d; et q, = d,.
L’énergie cinétique du systéeme: T =T; + T,

T, = %mlﬁlz = %ml (dlz + dzz +2d,d, ém@)

1 > 2 1 : 2
T, = SMalz = Emzdz

= T = %mzdzz + %ml (dlz + dzz + Zdldz S:LTLQ)
L’énergie potentielle du systeme: V =V, + 1,

{Vl = mg(h — d,cosf)

v, =0 =V =mg(h — d,cosb)
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Le lagrangien du systeme:L =T —V
>L= %mzdzz + %ml (d12 + dzz +2d,d, ém@) — mg(h — d,cos0)

Dans l'expression du lagrangien en tenant pas les termes qui sont constants (mgh =
cte), donc le lagrangien peut s’écrire:

1 .2 1 .2 .2 . .
L=—-myd, +-my (d1 +d, +2d,d, sm@) + mgd,cosf

2 2
d(oL) oL
2 (52) ~ 9 = 0
Les équations de Lagrange sont: 4" '0 "
4(oLy_oL _

{mld“l + mldzsine - mgSan =0
(m1 + mz)duz N mldl Slh@ =0

Moment Conjugué:

Considérons un systéme mécanique a n ddl, décrit par le Lagrangien L(g;,q;, t). On
oL

définit le moment conjugué p; comme: p; = ™
i

’4 : ) . d (oL oL
L’équation d’Euler-Lagrange est donnée par: — (—) = —
dt \aq, 9q;
Si L est indépendant de g; cela signifie que le moment correspondant p; doit étre une
constante au cours du temps ou dans d'autres mots est conservé.

ap _ 7
d (aL) oL dt =f
—(=)=={ _

dt \oq, 0q; dU/O

“ar f/o(f)

Coordonnée Cyclique: Dans le cas d'un systéme qui ne subit que des forces

conservative, et si le lagrangien du system ne dépend pas de la coordonnée généralisée

oL
qi :>a—q_ = 0, alors; p; = cte
l

p; est dit constante du mouvement ou une intégrale premiere, et la coordonnéeq; est
appelée une coordonnée cyclique.

Exemple 1: il

Mouvement d’'une masse m subit a une force F = —k7 sur la surface m
latérale d’un cylindre de rayon R.

4

Les cordonnées généralisées ¢ et z.
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. e 1 5
L’énergie cinétique: T = Sm V2

ﬁ=p§p+p¢5¢+2§;p=R=cte:>p=0 > T= %m(p2<p2+z'2)
av

L’énergie potentielle: F = —k#=—-VV = VV = d—rgr =kre,

dV =krdr=V(r) =%kr2 =%k(R2 + z?)
Le lagrangienest: L=T — V=L = %m (p?@? + 2%) — %k(R2 + z?)

Les moments conjugués aux coordonnées généralisées ¢ et z sont:

oL ,
{(p(p = % = mngo
oL

pzzgzmz'

Nous interprétons p, = mp?¢ comme le moment angulaire, et p, = mz le moment

linéaire (la quantité du mouvement) de la masse ponctuelle m.

P, et p, sont les moments généralisés conjugués aux coordonnées ¢ et z

respectivement, (p,, et p, sont appelés aussi les moments canoniques).

Les équations d’Euler-Lagrange:

4 (ory _oL _ d 5.
dt(a<p) a(p_o dt(mp ®)=0....(1)
d (L) oL Lk

5(5)—5_0 Z+—z=0.......(2)

(1) : Le moment angulaire est conservé.

(2) : Equation différentielle de 2°™¢ ordre qui a la forme standard de I’équation d’un
simple oscillateur harmonique.

Le mouvement de m: la particule orbite autour d'un cylindre en constante vitesse
angulaire ou verticalement le mouvement est ce d'un oscillateur harmonique simple.

Question: Y a-t-il une coordonnée cyclique et par conséquent une intégrale premiére?

4 (oLy _ oL _ a 25 — oL _
On a dt(a¢;) 6(p_0 N dt(mp ¢)=0, a<p_0

i(%)_%:() i(‘mz')+kZ=0 oL _ —kz
dt \oz 0z dt ! 0z

d oL
| o) =0, 55=0

d aL

E(pz)io, 3, —kz
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{ p, = cte @ estune coordonnée cyclique
p, # cte z n'est pas une coordonnée cyclique

= p,, est constant, on dit que p,, est une intégrale premiere.
Exemple 2: Le pendule sphérique:

Nous avons 3 parameétres de configuration, mais nous avons aussi une
contraintel = cte.

= diminuer les degrés de la liberté a deux.

ddl=3-1=2>(q1,9;) = (6,9)

Ecrire I'énergie cinétique en fonction des coordonnées généralisées (8, ¢):

2
1 - 1 . . . 1 7 > . . . -
T =-my? = -m@@*+y°+ 22)=T =Em<i e+ 166y + L.¢.sind e(p)
=0

=>T = %m (1262 + 12.¢2.5in%0)

L’énergie potentielle: V = mgl (1 — cos8). Nous pouvons éliminer le terme mgl
d’expression du lagrangien parce qu'’il est un constant.

Le lagrangiensera: L=T —V = %m (1262 + 12.¢2.5in%0) + mglcosh

Question: Y a-t-il une coordonnée cyclique?

oL _

Réponse: Oui, @ est une coordonnée cyclique, d’ou
dp

0, nous pouvons

o . 2 .. .
immédiatement obtenir que: p,, = £ = ml?® ¢sin®*6 = cte = p, = ml?*; S: Est le spin.
—————
=s

) . . d (9L oL
0: N'est pas une coordonnée cyclique; = (£) -—==0

= ml%¢?sind.cosd — mgl sind —ml?6 = 0= 6 + % sing — ¢*sinf.cosf = 0

cosO
=0

sin360

Or, ¢sin?0 = cte = S=0 + %sin@ — §?

Mécanique de Hamilton; (Formalisme de Hamilton)

1- Fonction de Hamilton (L’hamiltonien d’un systeme):

On considere un systeme dynamique avec un nombre de degrés de liberté égal a
n, imaginons que la dynamique est gouverné par le Lagrangien L(q;, §;, t). La dérivation
de lagrangien L(gq;, g;, t) par rapport au temps:
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dL(q“q“t) z( ) oL
aq, 1 a q‘ at

i=
oL dp .
Or,— = et — = —( ) =—=
a4; = Pis aql a4q; Pi

Dong,

dﬁ(qu i, t)
- S5 z(plql + plql) +

Et comme: (pl q;) = p;q; + pig;, alors:

4L(qudi) a4 , _
Zitq = L 1 dt (pl ql) + at dt [Z?=1(Pl ql) - L(Qi: qi t)]

Si le lagrangien ne dépend pas exp11c1tement du temps; c.-a-d.: Z—f = 0, donc:

d n
T [Z(Pi- 4:) — L(q:, qi, t)] =0

Dans ce cas la quantité Y7 ; (p;. ;) — £(q;, 4;, t) est conservée.
Nous définissons le hamiltonien de ce systeme:
n

H = Z(Pi- q;) — £(q;,q;, t) = H(q;, §;; pis t)
oL =X

. . . , dH
Si 5= 0 = le hamiltonien est conservé; by 0

-

Si 7; ne dépend que des g;, mais pas en temps t c.-a-d.: ¥ = 7(q;), alors:

L dR OO
Vi=—2= 39
dt = aq;
Et'énergie cinétique du systeme sera:
. v, 1i - 1i <6xi>(6xl)
=% mv; =35 mix; =35 mi\——I\5,.)499%
2 i=1 2 =1 2j,k=1 M

H=X" (p.q)—£(q,q,t) =2T—-(T-V)=> H=T+V
Les équations canoniques; les équations de Hamilton:

H dépend des variables g;,q;,p;et t, donc la différentielle totale de la fonction
H(q;, g;;pis t) est:

dH(q;, qi; pis t) = Za dqﬁz dqﬁz dp; +

Et a partir de la définition du I hamlltomen H = Z 1(pl q;) — L(ql, g;,t), on peut écrire
aussi:
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n n
dH(q;, q;; pist) = z dp;.q; + z pi-dq; — dL(q;, G, t)

1—1 i=1
Or,dL(q; g, t) = X 16 d i F 2 16 dq; + %,donc:
0H
dH(q;, 4i; pis t) = Za dg; +z dql + Z o dp; + ——
Z p +Z d az:d 6Ld_ oL
ql pl pl ql aql - aql ql at

Z q; dp; — Z pidq; — + 0.dg;

Identifié une correspondance (par rapport aux termes) nous obtenons:

OH _ . OH _
2q; Pi Et aq;
oH _ oH _ _ ot
ap; ! at ot
oH OH
L’ensemble de 2n équations {aq = —pl, ql} sont appelées les équations du

mouvement de Hamilton ou les equatlons canomques Ces équations sont équivalentes
aux équations de Lagrange.

e Pour le formalisme d’Euler-Lagrange: il y a n équations différentielles de
mouvement de 2°™¢ ordre.

e Pour le formalisme de Hamilton: il y a 2n équations différentielles de mouvement
de 1¢" ordre.
Et en particulier, il y a exactement les mémes conditions initiales (données)
requises pour spécifier une solution.

Exemple 1: Pendule Sphérique
e L’énergie cinétique est donnée par: T = %m (1262 + 12.¢2.5in%0),
e L’énergie potentielle est donnée par: V = mgl (1 — cos6)
e Le Lagrangien sera:
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L=T-V= %m (1262 + 12.¢2.5in?0) + mglcosh,
L L . _ 4
* Lesmoments conjugués: p; = - ; q; = 0,¢

oL :
Po =57 = ml?0
_ 9L _ g2 2

Py =55 = ml*¢sin-0

e Letempst estignorable= L’hamiltonien est I'énergie totale du systeme:

2
H = Z(Pt- 4:) — £(q;,q;,t)
i=1

=

. 1 .
=pgb + Py — om (1262 + 12.¢2.5in?0) — mglcos8

2 2
>H = Po Py

-mglcos@
2mi?  2ml?sin?60 g
On aura donc 2n = 2.2 = 4 équations de Hamilton:
. O0H . 0H D
6=—=—p92 (p=_=—2?2
dpg ml dpy  ml®sin?6
2 ; = py = Cte
= — i = Po 0% glsing Dp = =2 =
Po = " %6 T mizsinze Y ¢ o9
Donc I’équation du mouvement:
2
. 24 25 p(p cos6 )
=ml*0 = ml°0 = ——-mglsind
Po ml?sin36 g .
s g . Pp-cosd
=20+=sinf — ———— =0
+ l m2i4sin36

Exemple 2: Mouvement d’un Projectile y
L’énergie cinétique et potentielle sont: m

2 2 - - = —
T=2 4% oty = mgy /‘“’%/ -I_; N
2m 2m ~
testignorable=H =T +V

:>H=p—xz+p—yz+m
2m 2m 9y

Les équations du mouvement sont:

x_aH_px
= = = mx Y. .
Iz m:{.px ; :>{px,, MY o p, = mi = cte
s = _O0H _ g Py=mi=0 x=0
px__a_

... Mouvement rectiligne uniforme suivant I'axe (0x).
0H _ Dy

y:apy_mi{. Py =my ":>{py=m}'/:>p =my # cte
po=__o y=—mg=my "(j=-g 7
y y

..Mouvement rectiligne changeant réguliérement suivant I'axe (Oy).

L’espace de phases et le portrait de phase:

Dans la formulation Hamiltonienne est I'espace (q;, p;) de 2n-dimension, connu comme
I'espace de phase du systeme; une précise d'un point dans l'espace de phase peut
spécifier un état du systeme,

Exemple 1: Probleme a 1-dimension, dont ’hamiltonien est donné par:

H =%(p2+q2):>2—1:=0:>H = cte

Nous imaginons un espace de phase de 2.dim; (g, p).
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p*+q? =2H: Un cercle de rayon v2H dans H(a, p v 390
'espace de phase.
Alors le mouvement du systeme se trouve en

voyant (q,p) qui sont des points dans la ﬁ

direction du vecteur perpendiculaire au vecteur

VH. &
@)= (5

o ——) = (p, —q)est le flux

hamiltonien ;
% La dynamique est un flux sur I'espace
de phase.

le vecteur qui

o @, p)
génére le flux

q

N2

Les Crochets de Poisson:

Considérons deux fonctions de I'espace de phase:f(p;, q;) et g(p;,q;), on définit

les crochets de Poisson par:

. Z (2 289 2o

q; dp; Op; 0

Propriétés: Soient a ,fsont des constantes f, g et h sont des fonctions de I'espace de
phase ; alors:
{f,g9} = —1{g, f}:1es crochets de Poisson sont antisymétriques.
{af + Bg,h} = a{f, h} + B{g, h} : les crochets de Poisson sont linéaires.
{f.g,h} = f{g,h} + {f, h}g; Régle de Leibnitz.
{{f, g} h}+{{n £}, g} + {{g,h}, f} = 0; L'identité de Jacobi.

Les crochets fondamentaux de Poisson :

9a: . 90
o {ana) = Tin (G2 5L -2 2U) = B (60— 0.8) = 0

dp; Opj 9p; Opj

{pupit= Xk (@6_17;]( —a—m{-a—m’c) = 2p-1(0. 8% — 64.0) =0
Why |

{qi,pj} = 6;; = {0 ;; i ;t;" 8;; estle symbole de Kronicker.

Tel que:

n

dq; Op; 0q; Op; C
{‘h:p]}=2< L- L L. ]>: Z(6lk6]k_00):6l]
k=1

e 0qyx Opx Opy 0qy

Imaginons que nous avons une certaine fonction F(q, p,t) dans l'espace de phase,
comment cette fonction changer dans le temps?
On calcule la différentielle totale de cette fonction, alors:

dF = Z d d O 4
- a ql pl at

S48 (30 oy O doy | ot

dt dq; dt = 0p; dt ot dt

dF n (aF . aF ) oF . oH . oH
>—= Qi l7—.q; + —.p; —;0r, g, =—etp, =——

dt ZL—1 aq; qi + ap; p; + ot ’ ) 4 ap; pi ag;
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On trouve que: & = yp, (22 21 _ oF oy, or
e = 2i=1\Gq, op; ~ op; o) T o

z”:<aF o0H OF BH)_{F 0
; dq; 0p; Op; dq;) '

i=1

AF o s OF
dt ' ot

Dongc, F est une constante de mouvement; c.-a-d.

{F,H} =0
£=0=~{
dt

Transformations canoniques:

Une transformation canonique est un changement de coordonnées (nouveau choix) :
{Qi - Qi(qi,pi)
pi — Pi(qipi)
qui préserve les crochets de Poisson entre p et g: {Qi, Pj}q y 8

Exemple: la transformation canonique la plus simple:
{ q; — Qi(q)
pi = Pi(q;,pi)

Ainsi; {Qu Pt =Xk | 5ot = 5 ko | = Zhar (Sucdind) = 6y

Remarque:
n

0, =2 (5 (5) =

k=1 ~—o— <2 identité
matrice matrice

(apk oa); 71 T o) Pr T fi(@)
cteinp

= P; = P;(q,p)n’est pas seulement une fonction de p, il a une certaine indépendance de
q ainsi.

Exemple: Une autre transformation canonique
{ q->Q=p
p > P=—q
P}t={p—-q}=-{pal=1{qgp}=1

Fonction Génératrice:
Il existe une méthode systématique de construire une transformation canonique,

appelée la fonction génératrice.
Nous pouvons générer des transformations canoniques de types :

aF oF
. F(q,Q):>£=pet—£=P
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aF aF
. F(q,P)za—p et — = Q
aF oF
¢ F(p,Q)=>-3 =qet—20=P
oF oF
) F(p’P):_ﬁ_q et a_p_Q
Ces différentes transformations sont connues les fonctions génératrices de 1°¢", 2°™¢,
3éme et 4°Mme type respectivement, utiles dans la construction de transformations
canoniques.
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	,𝑂𝐺.=,,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖..,𝑂,𝑀-𝑖...-,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖...=,,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖..,𝑂,𝑀-𝑖...-𝑀.,
	𝑀=,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖.. est la masse totale du système de points matériels.
	En termes de coordonnées,
	,𝑂𝐺.=,1-𝑀.,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖..,𝑂,𝑀-𝑖...⇒,,,𝑥-𝐺.=,1-𝑀.,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖..,𝑥-𝑖..-,𝑦-𝐺.=,1-𝑀.,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖..,𝑦-𝑖..-,𝑧-𝐺.=,1-𝑀.,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖..,𝑧-𝑖....,                (pour un système discret).
	,𝑂𝐺.=,1-𝑀.,∫-𝑆.𝑑𝑚.,𝑂𝑀.⇒,,,𝑥-𝐺.=,1-𝑀.,∫-𝑠𝑦𝑠𝑡.𝑑𝑚.,𝑥-,𝑑𝑚..-,𝑦-𝐺.=,1-𝑀.,∫-𝑠𝑦𝑠𝑡.𝑑𝑚.,𝑦-,𝑑𝑚..-,𝑧-𝐺.=,1-𝑀.,∫-𝑠𝑦𝑠𝑡.𝑑𝑚.,𝑧-,𝑑𝑚....,             (pour un système continu).
	La quantité de mouvement d’un système de N points matériels: La quantité de mouvement totale du système est: ,,𝑃.-𝑡𝑜𝑡.=,𝑖=1-𝑁-,,𝑝-𝑖..=.,𝑖=1-𝑁-,𝑚-𝑖.,,𝑣-𝑖...=𝑀.,,𝑉-𝐺.. ; on dit que le point 𝐺 résume le système point de vue cinématique.
	Théorème de centre de masse: Appliquant le P.F.D à chacun des points du système:
	,𝑚-𝑖.,𝑑,,𝑣.-𝑖.-𝑑𝑡.=,,𝑓.-𝑒𝑥𝑡→𝑖.+,𝑗≠𝑖-,,𝑓.-𝑗→𝑖..
	 ,,𝑓.-𝑒𝑥𝑡→𝑖. : la force extérieur qui s’exerce sur la particule 𝑖.
	 ,𝑖≠𝑗-,,𝑓.-𝑗→𝑖.. : la force interne qui s’exerce par chaque particule 𝑗 du systèmesur la particule 𝑖.
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