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Département de mathématiques                                                                                                   2020/2021 

Faculté des Sciences                                                 Analyse numérique 1 

Université Ferhat Abbas-Sétif 1                               Série d’exercices N° 3 

Exercice 1 :  

            Considérons dans ℝ3 le sous espace vectoriel 𝐹 =  𝑠𝑝𝑎𝑛 {(1,1,1)𝑇, (0,1,3)𝑇} 

1) Vérifier que 𝑓 =  (−2,0,1)𝑇  ∉  𝐹 

2) Déterminer au sens des moindres carrés, la meilleure approximation de 𝑓 dans 𝐹  que l’on 
note 𝑓 ̅et donner l’erreur. 

 

Exercice 2 : 

1) Déterminer au sens de moindre carré la meilleure approximation de degré 1 de  la fonction 

𝑓(𝑥) =  𝑒𝑥 dans [0  , 1],  puis déduire une valeur approchée au nombre e. 

2) Déterminer au sens de moindre carré la meilleure approximation de degré 2 de  la fonction 

𝑓(𝑥) =  𝑠𝑖𝑛𝑥 dans [
−𝜋

2
  ,

𝜋

2
]. 

 

Exercice 3 : 

1) Déterminer au sens de moindre carré le polynôme 𝑝1 (𝑥)  meilleure approximation de  la 

fonction 𝑓 définie par : 

x -1 0 1 2 

F(x) 3 2 -3 5 

2) Calculer  𝑝1 (𝑥)  par une autre manière (minimisation d’une fonction quadratique). 

3) Evaluer l’erreur : ‖𝑓 − 𝑝1‖2. 
 

Exercice 4 :  

      Soient  𝐹  un  s.  e.  v  de   𝐸 = ∁([−𝜋, 𝜋])  muni  du  produit  scalaire :  

       < 𝑔, 𝑘 >= ∫ 𝑔(𝑥)𝑘(𝑥)𝑑𝑥  
𝜋

−𝜋
et  𝐵 = {𝜑1 ,  𝜑2, 𝜑3} = {1, cos 𝑥 , sin 𝑥} une base de  𝐹.                                                

1. Transformer 𝐵 à une base orthonormée  𝐵′ ={ℎ1 ,  ℎ2, ℎ3 } en utilisant la formule de Gram-

Schmidt : 

  {ℎ1 =
𝜑1 

‖𝜑1 ‖
,   ℎ𝑚 =

𝑢𝑚 

‖𝑢𝑚 ‖
   avec   𝑢𝑚  =   𝜑𝑚 – ∑ < 𝜑𝑚 ,   ℎ𝑖 > ℎ𝑖 

𝑚−1
𝑖=1  ,       𝑚 ≥ 2.  

2. Soient 𝑓 un élément de  𝐸 et 𝜑⋇ un élément de 𝐹  tel que  𝜑⋇ = ∑ 𝑏𝑖
3
𝑖=1 ℎ𝑖 .  

Déterminer les constantes 𝑏𝑖 en fonction de  𝑓 pour que 𝜑⋇ soit la meilleure approximation de 𝑓 

dans 𝐹 au sens des moindres carrées 

3. Prenons 𝑓(𝑥) = 2 𝑐𝑜𝑠2( 
𝑥

2
),  déduire  alors  sans calcul, la valeur de  𝜑⋇.  

 

Exercice 5 :  

Soient E un espace préhilbertien, 𝑓 un élément de 𝐸,  ∥ 𝑓 ∥ = √< 𝑓, 𝑓 >, et 𝐹 un sous espace 

vectoriel de dimension finie de 𝐸, on sait qu’il existe au moins un élément 𝜑∗ ∈ 𝐹 constituant la 

meilleure approximation de 𝑓 dans 𝐹.  Démontrer le théorème suivant : 

1.  Une condition nécessaire et suffisante pour que 𝜑∗ ∈ 𝐹  soit la meilleure approximation d’un 

élément 𝑓 de 𝐸  est :  < 𝑓 − 𝜑∗, 𝜑 > = 0    ∀𝜑 ∈ 𝐹. 
2.  𝜑∗ est unique. 
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Exercice 6 (supplémentaire) :      

 Considérons l’espace vectoriel   ℋ = ∁[0, 1]  muni du produit scalaire  < 𝑘, 𝑔 >= ∫ 𝑘(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 
1

0
et le 

sous espace 𝐹 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥, 𝑥2}. Construire une base orthogonale à  𝐹,  puis déterminer la meilleure 

approximation polynomiale de degré 2 au sens des moindres carrés   pour la fonction 𝑓 définie par 

 𝑓(𝑥) = √𝑥  dans [0, 1]. 

 Indication : Une base quelconque {𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} peut être transformée à une base orthogonale 

{𝑘0, 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛}  comme suit :     

{𝑘0 = 𝑒0,     

                                                                   

𝑘𝑖 = 𝑒𝑖 − ∑
< 𝑒𝑖,𝑘𝑗 >

‖𝑘𝑗‖
2

𝑖−1

𝑗=0

 𝑘𝑗 ,      𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

 


