Erreur d’interpolation

Lemme  Soit f une fonction k fois dérivable sur intervalle [a, b]. On sup-
pose qu’il existe (k + 1) points : co < ¢1 < --- < ¢ de [a,b] tel que f(c¢;) = 0.
Alors

3¢ €co, axl / FP(E) = 0.

Preuve. Le lemme se démontre par recurrence sur k.

Pour k =1, en utilisant le théoréme de Rolle.

co<c1<...<cr/ f(c;)=0pouri=0, ...,k Maintenant, supposons que le
lemme est vrai pour k — 1, alors

3o € [eo, 1] tel que fFD(&)

0,
&1 € [e, o] tel que f(k_l)(fl) 0

)

31 € [c-1, cx] tel que fED(G 1) = 0.
Alors d’apres le théoréme de Rolle 3¢ € [co, i) tel que fF(€) = 0.

Théoréeme Soit f: [a, b] — R une fonction continue, (n+1) fois dérivable sur
[a, b] si P,(x) est un polynome de degré inferieur ou égale an tel que

P.(x;) = f(x;), i=0,...,n; x; € [a,b),

alors

FUE) T

Va € [a,b], 3¢, € [a,b]/E(x) = f(v) — Pu(z) = (n+ 1)

(x — i) (1)
i=0

avec [[_o(@ — ;) = (x — xo)(x — 21) ... (T — zy,).

Preuve. On remarque que si v = x; alors E(x;) = f(x;) — pn(z;) = 0, pour
1=0,...,n.

Maintenant, si x # x;, on pose

et



(t) est une fonction de classe C" et s’annule en n+2 points xg, T1, . . . , Tn, .

D’ou d’aprés le lemme
3¢ € [a,b]/ ®"HV(E) = 0.
D’autre part, le polynome H?:O(t —x;) est de degré n+ 1 avec le coefficient de
t"1 égale = 1 donc sa dérivé n + 1 fois égale o (n + 1)!. Donc
D () = FOHD (1) — N(x)(n + 1))
Alors, ®D(€) = fO+D(€) — Az)(n + 1) = 0 = A(z) = f(:ff)(f)-

D’ou le résultat.





