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Série d’exercices N 2 d’Analyse 1

Exercice 1:

En utilisant la définition de la limite montrer que:

1

1
im =0, 2) lim 2"° =400
n—+oo2n — 1 n—+oo

Exercice 2:

Soit (un),,cy la suite définie par récurrence par ug = % et par la relation

de récurrence
2
Uny1 = (up —1)* 41

1)Montrer que: Vn € N, 1 < u,, < 2
2)Monter que (u,),, oy est strictement monotone.

3)En déduire que (uy),,cy est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 3:

Soient (uy) et (vy,) deux suites définies par

1 1
tn = ZH’% =t
k=1
Monter que (uy,) et (v,) sont deux suites adjacentes

Exercice 4:

Utiliser le critere de Cauchy pour étudier la nature des suites de terme

général



Du, =
cosn
Nim =1+ 24 2ot
Uy = — 4+ -+ =
2 3

Exercice 5:

Soit la suite (uy),, définie par

n 1
Uy = (71) -+ ﬁ,Vn e N*

1)Montrer que (u,) ne converge pas et que cette suite est bornée.

2)peut-on extraire une sous suite convergente?



Corrige type

Exercice 1:

Rappel:
Soient (uy) une suite et | € R.Alors on a:

lim w,=l<Ve>0,AaNeN,Vn: (n>N=|u, —I| <¢)

n—-+oo

lim u, =400 & VA>0,IN e N,Vn:(n>N = u, > A) ‘

n—-+oo

1) On a:

1
2n —1

O‘<€)

im O®V€>O,3N€N,Vn:(n>1\7:>‘
n—+oo2n — 1

Soit € > 0.0n a(on peut supposer des le début que N > 1 et

doncn>1letdonc2n—1>0

1
2n —1
11 suffit donc de choisir

1 1 1 1
N—max({Q—ﬁ-QJ—i-l,l)— {24-26}—1-1

1 1 1
<es -—<2n—-1-—+—<n
5 2 2

1
—-0l<e&
‘ € 2n—1

2) On a:

1 1
lim 2"° =400 & VA >0,IN e N,Vn: (n> N = 2"" > A)

n—-+o0o

1
Soit A > 0. On cherche N € Ntel que Vn:n > N = 2"° > A

Soit n € N .On a:

1

3 3 1 1 InA InA\?
2" > A< In (2" >InAsnzln2>hAdsnz> —&n> | ——
In2 In2

Il suffit de prendre N = [(%)2} + 1 € N( ou [a] désigne la partie entiére
de «)

Parce que N = [(%)2} +1> (111111’;)2, doncVn:n >N =n > (

InA)2
ln2) =

1
2% > A



Exercice 2:

Rappel:
On a les résultats suivants:

‘ * Toute suite croissante et majorée est convergente ‘
‘ * Toute suite décroissante et minorée est convergente ‘

‘ * Toute suite monotone et bornée est convergente ‘

1. Montrons que Vn € N, 1 < u,, < 2 ( par réccurence)

3
Uy = 5 6}1,2[

Montrons que (1 < u,, < 2) entraine (1 < u,41 < 2) est vraie

1<, <2=20<Uup—-1<1=20< (up—1)2<1=21< (upy—1)°4+1<2=1 < upyg <2

C’est bien le cas donc pour tout n € N, 1 < u,, < 2.
2.

Uptl — Up = (un—1)2+l—un = (up — 1)(u, — 2)

D’apreés la premiere question u, —1 > 0 et u,, —2 < 0 donc (uy, —1)(un, —2) < 0,

la suite est donc strictement décroissante.
3. La suite (uy)nen est décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers

{ € R.]l vérifie

lim upsr = lim ((u,—1)°+1)el=01-1°+1e(-1)(1-2)=0

n—-+o0o n—-+o0o

Or:ug = %et (tn)nen est décroissante donc | = 1



Exercice 3:

Rappel:
Deux suites sont dites adjacentes si 'une est croissante et 'autre est décroissante

et la limite de leur différence tend vers 0
‘ Autrement dit; si les deux suites (u,,) et (v,) vérifiant: ‘

‘ ”(uy,) est croissante,(v,) est décroissante et lim (v, — u,) = 0" ‘
n—-+oo

Alors on dit que les deux suites (uy,) et (v,) sont adjacentes

*)La monotonie de (u,) :

1 1
b gy T e * n.n!
k=1
n+1 n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—Uy, = —— —==++ . —t |+ =+ — || =—>0

U +1n ];k! ;k! (1!+2!+ n!+(n+1)!> (1!+2!+ +n!> CESA

Donc (uy,) est strictement croissante
*)La monotonie de (v,) :

( )+ 1 1
Ungl —Un = (Upt1 — Un —_— — ——
1 i (n+1).(n+1)! nn!
1 n—(n+1)>° ~1

<0

n+1)!  nn+l).n+D! nm+1).(n+1)

Donc (v,,) est strictement décroissante

#) m(vn —un) = lim == =0

Donc (uy) et (vy,) sont deux suites adjacentes



Exercice 4:

Rappel:
Soit(uy,) une suite numérique réelle

‘ *(uy,) est une suite de Cauchy < Ve > 0,3AN e NVp,ge N:p>Net ¢> N = Ju, —uy| <e¢
= vraie toujours

< vraie pour les suites réelles
* (up)n’est pas une suite de Cauchy < Je > 0,YN € N,Ip,¢ e N:p> Net g > N et |u, —uy| > ¢

*Ona: (u,) est convergente < (uy)est une suite de Cauchy {

1)On a:
| | 1 1‘ ‘2,1(1 1),1(1+1)‘
Uy — Up| = |[cOS— —cos—| = |—2sin- [ - — = |sin= | =+ =
a0 q p 2\p ¢ 2\p ¢
Mais on a:
sine < |z|,Vz € R
Donc:
1 1 < 21 1 1+1 1 1
COS — — COS — ===+~ )= - —
q pl — |2 2\p ¢ 2p%  2¢?
1 1 1
cos— —cos—| < 2— - | (Inégalité triangulaire)
p
On a:
1 1 1
gzp>ny=>—-<-< —
q p no
Donc:
1 < 1 1 1 <
cOS — — Ccos — —t—==—<c¢€
q p|~ 2ng  2n n
Donc:
< :>1< 2= ng > !
—<e=>-<n n —
n3 e ° V=
On prend:

=[] 1

La suite (u), oy« st une suite de Cauchy, elle est donc convergente



. 1 . 1
lim (cos— ) =cos| lim — ) =cosO0=1
n—-+oo n n—+oon

2)On a:
| | = 1+1+1—|— +1+ ! + +1 1+1+1+ +1
Von Un, = D) g o n n+1 ...... om 9 g o n
| | = ! + +1
Von Un = ntl m
On a:
n+1<2n,n+2<2n,..,2n < 2n
Donc:
! + + 1 > + + 1 > L
...... — > — 4 .+ — >nN.—
n+1 2n 2 2n 2n

|van, — vp| > nﬁ = %,donc quel que soit N,

il existe ¢ = %,p =n>N,q=2n> N tel quelvg —v,| > ¢
La suite (vy), oy~ D'est pas une suite de Cauchy, elle est donc divergente

Exercice 5:

Rappel:
Soit (uy,) et (v,) deux suites numériques

*On dit que (vy,) est une suite extraite (ou sous suite) de (u,,) s'il existe
‘ une application o : N — N stictement croissante telle que v, = uy(,) pour tout n
| * Notons qu’on a toujours Vn : o (n) > n( par récurrence sur n; ou ¢ est strictement croissante )
| *On a: (uy,) est convergente vers [ < toute suite extraite de (u,) est convergente vers [
| *Onm a: (uy) est convergente vers [ < les deux suites extraites de (ugy) et (uzn41) convergent vers

‘ *Théoréme de Bolzano-Weiestrass:Toute suite bornée de réels admet une suite extraite convergente

1) Montrons que (u,) ne converge pas et bornée

1

Puisque u, = (=1)" + +( olt n € N* ),alors on considére les deux suites

extraites (v,) et (w,) définies par



1 1

- (=D 4+ — =14 —
Un Uz = (=1)7 2n + 2n
1
= Uy = (D) - —
v Uzt = (ST 4 5o BT
On a:
. . 1
lm v, = lm (1+—)=1
n—-+o0o n—-+oo 2n
. . 1
ngr}rloown o ngr}rloo (1 + 2n + 1> =1

Comme lim v, #
—+o0

lim w,, alors la suite (u,) n’est pas convergente
n — 400

n

(i-e:elle est divergente)

*)Soit n € N*. Comme

Donc

i-e:

—“1l<u, <2

On a donc que Vn € N* : —1 < u,, < 2; d’ott la suite (u,) est bornée
2) Comme la suite (u,) est bornée ,alors d’apres le Théoréme de Bolzano

-Weiestrass, on peut extraire toujours de (u,) une sous suite convergente



