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1. Introduction
Pour pouvoir appliquer la méthode du simplexe nous le répétons (puisque nous I'avons déja dit), gu’il
est impératif d’avoir :

e Le systéme de contraintes sous d’équations

e Une solution de base de départ

2. Expression de la premiére solution de base

e Choisissons un programme linéaire transformé a m contraintes et (n+m) variables dont m
variables sont déja isolées et donc considérées comme variables de base.
e Dénotons ces m variables de base par Xi* POUr 1=1,mM et leur coefficient dans la

fonction économique par Ci *.

n m
Max Z = ZCij + ZCi * Xi *
-1 =)

n
Zalej+X1* =

=

tel que <42
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L'expression des variables de base en fonction des variables hors base devient :
n
Xi= = b1 — > aijXj
j=1
n
X+ = b2 =Y azjx
j=
n
Xi~ = bi —> aiX
j=1

n
Xor = Dm = amjX;
j=1
3. Critere d’optimalité

Utilisons cette solution de base et exprimons la fonction économique en fonction uniquement des
variables hors base.

j=1 i=1

Z=) CX+ ZCi [bi — Zn: aiix]
i =

m n m
Z= ZCi «pi — Z Xi[> ciaij — Cj]
i=1 j=1 =
Posons :
m m
ZOZZCi i et Zj=> ciaj
i1 i=1
Avec cette notation, I'expression devient :

n
Z=Zo-) x[Z—-Cj]
j=1
Enoncons le critere d’optimalité :

Lorsqu’on maximise une fonction économique et que celle-ci a un maximum, la solution de base
maximale est obtenue lorsque tous les coefficients Zj — Cj des variables hors base sont non négatifs

(Zi—Cj=0)

Pour la solution de base :
Xj=0 pourj= 1n
Xi* = Di pouri=1m
la fonction économique a pour valeur Zo
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4. Interprétation générale des coefficients Zj—C;j
n
soit:  Z=Zo— Y x[Z—Cij]
j=1
Dans cette fonction économique, le coefficient Zx — Ck de lavariable hors base Xk est par définition :
m
Zk—Ck = ZCi « aik — Ck
i=1
Xk =1
xi=0 pourj=k,j=1Ln

Rappelons I'expression de la solution de base :

Supposons que I'on pose :

n

X1= = b =Y aijX
i1
n

Xzx = b2-YazjX

J_
n
Xi+ = bi = aiX;
=
Nous obtenons une nouvelle solution sans étre nécessairement une solution de base
Xk =1

X+i=bi—ak pouri=1m

Car les autres variables sont nulles puisque elles sont variables hors base

En considérant I’expression originale de la fonction économique

n m
= ZCJX] + ZCi *Xi*  savaleur pour cette solution devient :
j=1 i1

Z ZCK+ZCi*(bi—aik)
i1

Z = iCi Bi + Ck — iCi Qik
i1 i1

Z=2o+Ck—2Zk=2Zo—(Zx—Cx)
Nous voyons bien I'effet sur la fonction économique d’un tel accroissement unitaire donné a la variable
hors base Xk
Ceci nous permet donc de donner l'interprétation générale suivante aux coefficients (Zj —Cj) des

variables hors base Xj :

Le coefficient (Zj = Cj) exprime la modification globale apportée a la fonction économique lorsqu’un

accroissement unitaire est donné a la variable hors base Xj .
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Cette modification sera une diminution de la fonction économique si (Zj = Cj) est positif tandis

gu’elle sera une augmentation de la fonction économique si (Zj = Cj) est positif.

5. Critére pour choisir une nouvelle variable de base
L'interprétation donnée a (Zj - Cj) nous indique que si ce coefficient est négatif et que si I'on donne

a la variable correspondante Xj une valeur positive, on augmente ainsi d’autant la valeur de la
fonction économique.

Il suffit donc de rendre variable de base la variable hors base Xj  dont le coefficient (Zi —C;) est
négatif, lorsque plus d’un coefficient (Zj = Cj) est négatif, nous choisirons comme variable de base

celle dont le coefficient (Zj = Cj) est le plus grand en valeur absolue car c’est celle qui donne le plus

grand accroissement marginal a la fonction économique.
6. Passage d’une solution de base a une autre

e Supposons donc, que (Zk - Ck) est négatif et que 'on rende Xk variable de base dans la I®m®

p . . . *
équation, a la place de la variable X ™ I .

e On avait un premier ensemble de variables de base :

(X% evveeey X%y evernny XU 2% XI5, X1+ %, ey Xm#)
e Et nous considérons un nouvel ensemble de variables de base :
(X0, eeeeey X%y eeeny X1 =15y Xiy X1+ 1%, ey Xm*)

e Dont I'expression, en fonction des variables hors base, est obtenue a I'aide de I'expression de
la solution de base :

n

Xi+ = b1 =Y aijX;
i=
n

Xz = b2-Yazjx
j:
n

Xi- = bi — ZaiJXJ
j=1

On avait :
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n
X~ = b — z aAljXj — Xk
j=1
};ﬁk
D’ou :
bl Z a-|J Xl @

alk j=1 alk A
j;tk

De méme on avait :

n
Xi- = bi = aix

j=1
n
Xi~ = bi = aijXj — awX
j=1
};tk

En substituant Xk par sa valeur, on obtient :

L Ajj Xi =

— Z dijXj — a.k[ Z ( )X — ]
j=1 Ak A Ak
JES jik

n
— h: b aj Xi =
Xie = Di —aw—"— Z Xi[ aij — @ ] + i
k=1 A
J#k
Cecipouri=1, metizl
Ces expressions nous permettent d’énoncer les régles de calcul des nouveaux coefficients.

Regles :
Lorsque la variable hors base Xk devient variable de base dans la [®™ équation.
1) Les nouveaux coefficients ( &ij ) de la I*™ équation sont obtenus en divisant par le coefficient

Aik de Xk dans la Ieme équation tous les coefficients aA'ij delaleme équation.

a'lj = el
Ai
Les nouveaux coefficients @ 'ij de la i*™® équation (i#l) sont obtenus en soustrayant des anciens
coefficients Aik le produit obtenu par la multiplication du coefficient dik de Xk dans la ieme
équation et du nouveau coefficient @'ij de la I*™ équation

Ad'ij = dij — di.A'lj
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Ay (aij.alk — aik.au)
Ai Ai

croix dans la procédure de Gauss-Jordan

a‘ij = dij — dw.A 'l = aij —

, ceci est le fameux produit en

~ N\ . [+
2) Les mémes regles s’appliquent lors du calcul des nouveaux seconds membres b 1

b'IZ% ot b :bi_aik.b'|pouri¢|

Ces regles ne sont, en fait, que I'application de la procédure d’élimination de Gauss-Jordan.

7. Critéere pour choisir I’équation recevant la nouvelle variable de base

Nous avions décidé de rendre Xk variable de base dans la i*™® équation. La solution de base obtenue
donne aux variables de base les valeurs suivantes :

Xk:ﬁ
di
bi — i|<ﬁ

ouri=l, m;i#l
ik P

Xix

Cette solution est de base si toutes les variables sont non négatives. Examinons a quelles conditions
ceci est vérifié.
b

1. Lanouvelle variable de base Xk = est non négative si ai> 0, car par convention tous
Ik
les bj sont positif.
2. Examinons les nouvelles valeurs des anciennes variables de base qui sont restées

by

variables de base Xi* = bi —aw—" )
A

a) Siaik<0,alors Xi»= Dbi — aik(%) est toujours non négatif.
Ik
P o]
b) Siaik>0, alors Xix= bi _aikﬁ >0 s bl — dik— = O

A dlk B
bis b
aik  ak

C’est-a-dire :
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Si ces conditions sont vérifiées, on est assuré que la nouvelle solution est de base d’ou le critere suivant
assurant que la nouvelle solution est de base :

Si I'on décide de rendre la variable hors base XK yariable de base dans la I°™ équation, on est assuré
d’obtenir une nouvelle solution de base respectant toutes les contraintes si :

1) Ak > 0

2) QZQ — Q=mini{ﬁ ;aik>0}
dik  dlk dlk dik

8. Valeur de la fonction économique pour cette nouvelle solution de base

La valeur de la fonction économique est donc :

Z ZZO—ZXj[Zj—Cj]

=1

Zk—Ck <0
Z=Zo—x(Zx—Ck) ou b
Xk = L
aAlk

Vérifications : Puisque toutes les variables hors base seront nulles et par conséquent les nouvelles
variables de base seront :

X = DL
Ak
xi*=bi — a2 pouri=1m; i=
dlk

b, N b
Z =Cvk2L 1+ ciqdbi—aix-2

alk ; ' [ I I alk]
Puisque bl — au<% =0 nous pouvons aussi écrire :

Ik

O TR o P P 1}
Z =Cx e +§C| [bl Aik alk]
Z = ZCi i —Q[ZCi*aik — Ck]

i1 i—1

alk

Z :ZO—Q[Zk—Ck] ot |2t = x
alk dlk
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9. Tableaux du simplexe

Afin d’accélérer le calcul le calcul, nous utilisons des tableaux ou n’apparaissent que les coefficients

Tableau du| ¢ ¢ ... C .. G .. Cn .. Ci* .. Cm=
simplexe
C~ X* Xt X2 e Xk e Xi e Xnooee X1x .. Xm=* b
Ci» | Xx1» |au aw .. ak .. aj .. am .. 1 .. 0 b1
Ci» | Xi~ | @1 @2 .. ak .. & .. amn 0 .1. 0 bi
Cle | X+ [ @1 @2 ..o@k ..oa@ .. am .. 0O .. 0 bi
Cin Xim * dmi am2 ... dmk ... dmj ... dmn 0O ... 1 bm
Z. Z1 Z2 ... Zx ... Zj .. Zn .. Zix .. Im~* Z
J 0
Z. _ C Z1—-C1 Z2-C2 ... Zx—-Ck . Z-Cj . Z»—Ch . 0 . O
J ]

Aprées avoir construit ce tableau, il suffit de vérifier le signe des coefficients Zj — C;j. Si aucun de ces
coefficients n’est négatif, le maximum est trouvé et la solution optimale est :
Xi*=hi pour i1=1m

Xi=0 pour j=1n

10.Exemple
Une entreprise vend quatre produits liquides, dénotés L;, L, Lset Ls, dont le profit est 0.75 da, 0.80 da,
0.80 da et 1.5da du gallon. Pour remplir son camion-citerne dont la capacité est de 320 gallons, elle
utilise quatre vielles machines a pression, chacune affectée a I'un des produits. L'inconvénient de ses
machines est que le nombre de gallons propulsés a chaque jet differe d’une machine a I'autre. Ainsi,
la machine affectée au liquide L, propulse un gallon par jet, tout comme d’ailleurs celle affectée au
liquide L. Par contre les machines affectées aux liquides L,et Ls propulsent a chaque jet 2 et 3 gallons
de ces liquides.
L'un des clients de I'entreprise exige qu’elle lui livre toutes les semaines un camion d’un liquide
composé d’autant de gallons de 13 que de gallon de L4 et d’au moins 20 gallons de plus de L; que de
gallons de L,.
L’entreprise désire connaitre le nombre de jets que devra faire chaque machine lors du remplissage
du camion pour que chaque livraison a ce client lui rapporte un profit maximal.
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Formulation -

1)Les variables :

Soit x; :le nombre de jets effectués par la machine affectée au liquide L; , pourj=12,3,4-
2)La fonction objective :

MaxZ =0.75x1+1.6X2+ 2.4X3+1.5xX4

X1+ 2X2+ 3X3+ X4 < 320

3Xs—x4=0

X1—2X22> 20

Xi>0 pour j=123.4

3)Les contraintes :

4)Le PL

MaxZ =0.75x1+1.6X2+ 2.4X3+1.5X4
X1+ 2X2+3X3+ X4 <320
3Xz3—X4=0

Tel que :
X1—2X2>20

Xj>0 pour j=1234

Aprés transformation a l'aide des variables d'écart (xs), d'excédent (xs) et artificielles (X7 et Xs),
le PL devient :

MaxZ =0.75x1+1.6X2+ 2.4X3+1.5X4
X1+ 2X2+3X3+ X4+ X6 = 320
3Xxzs—Xa+x7=0

Tel que :

X1—2X2— X5+ Xs =20

Xi >0 pour j-1234
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