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Sections A, B, C, D

Série d'exercices N°2 d'Analysie2

Exercice 1: Montrer que les fonctions suivantes admettent un développement
limité a l'ordre n au voisinage de 0
a) flx) = log(2 +x), b) g(x) = cos(1 + x).

Exercice 2: Soit fune fonction qui admet un développement limité a 'ordre 1 au
voisinage de 0.
Montrer que si f est continue en 0, fest dérivable en 0.

Exercice 3: Soit g la fonction définie sur R, par

gx) = ELsixz0
2 sixrrzo

a) Etudier la continuité de gen 0
b) Montrer que g admet un développement limité & I'ordre » au voisinage de 0.
¢) Former ce développement.

Exercice 4: Etudier si la fonction f définie par f{x) = jigra un développement
limité a 'ordre 3 au voisinage de %
Exercice 5: développement limité au voisinage de 0

fx) = sinx.cos2x, n=6; flx) = cosx. 19g(1 +x), n=4; flx) = e*.log(l +x), n=3;
f) = (@B +1). /T=x, n=3; flx) = SBx=1 np

cosx+ 17

Exercice 6: Donner le développement limité généralisé au voisinage de 0 a

Fordre 3 de fix) = 'I'Ogc((isf .
7

Exercice 7: a) Donner le développement limité au voisinage de 0 & 'ordre 5 de
Ax) = Argthx. (Utiliser la dérivée de /)
b) Faire un développement limité au voisinage de 0 a 'ordre 5 de
Argthx
glx) = EIEYR
¢) En déduire le développement limité au voisinage de 0 d'ordre 6 de
G(x) = %-(Argmx)%

d) Méme questions avec f(x) = Arctgx,

glx) = Arcfgx et G(x) = (drorgx)”
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Solution 1 (ezxercicel)
a) f est de classe C*®°sur]—2,00[ et on a :

Ve > 2 :
f@) = 5=+
f”(.f[:) = _(2+$)_27
@) = 22+

par récurrence on a :

(=1)"""(n—1)!

Vo > 2,¥n e N* f((z) = Gt or

D’apres le développement de Taylor-Young au vosinage de zéro, on obtient

2 3 _1”*1 n
f(w):10g2+£—£+£+...+( ) =

278 "4 o o),

b) La fonction g(x) = cos(1 + x) est de classe C®sur R et on a

Vn e N : g™ (z) =cos(1+z+ ng)

Donc d’apreés le développement limité (DL)

2 3 n
g(z) =cosl — %sinl - %cosl + %sinl—i—... + %cos (1 —|—ng> + o(z™).
Solution 2 (exercice2)
f admet un développement limité d’ordre 1 au voisinage de zéro = 3 ag, ay et
une fonction € tels que pour tout élément x non nul d’un intervalle I de R :
f@)=ao+ a1 z+xe(x) et ,_limos(m) =0.

x

f est continue en 0 = f(0) = ag de plus

limm:al & limwzah
r—0 a—0 x—0

d’ow la dérivabilité de f en 0.



Solution 3 (ezercice3)
e’ —1

a) On a : ,_limog(m) = Hlimo = 1% 2, donc g est discontinue en 0.

b) Au voisinage de zéro on a :

£C2 anrl i
Alors :
e’ —1 x oz "
i R*: =14+ =+ —+.. "
x € +2!+3!+ +(n+1)!+0(5c),

d’ou le résultat.

Solution 4 (exercice)
fz) = Vg, W
fecC>) oul=|0, 5 [, donc f admet un développement limité d’ordre 3

. s
au voisinage de —.

™

- o a5 s /) B
s = (= )1 Gree= ) 1) o (3.

Calculant f(%),f’(%),f”(%) et f”’(%) respectivement.

7T 3 7T_
f(z):\/tgz—l-

5 2
3 (1+ tg:c2)2 + (2tgz) (1 + tga?) %tgm 3
5 1

3 (1 + tgm2)2 + gtgx?) (1 + tng)



8 5
3 3

2
(1 + tng)B + 2 (2tgx) (1 + tgw2)2 <9> tgx
2 1
2 -3 212 N2, 5
+§tgm 3 (1+tgx®)” + 2tgzw (1 + tgx )gtgx?).
T 80828 88
> P =m -9t

m _ E
f(x) = 57192

Donc

=139 e e e o (- ),

Solution 5 (exercice5)
1) f(x)=sinzcos2z.

1
Vz € R :sinzcos2z = 5(sin3x —sinx).

Au voisinage de zéro on a :

. x3 xb 6
smx:x—a—l—ga—l—o(x )
) 9z 81ab L
s1n3x:33377+ 0 + 0 (z9)
D’ou 5 5
13z 121z
i 27 = — o).
SIN X COS 20 = 6 + 120 —l—o(m)

2) f(x) =coszlog(l+ x).
Au voisinage de zéro on a :

2 4
cosmzl—x—+x—+o(334)

2! !
10(1—}—.%'):1‘—.;12—"-3?3—%4—%0(%4)'
. 2 "3 4
Donc
z? a3
cosmlog(l—l—x):x—?—g—i—o(aﬂ‘l).

3) f(x)=e"log(l+ z).
Au voisinage de zéro on a :

N 2 z3 3
e :1+x+§+§+ro(x).
2z 3 ’
log(l—l—x)zx—?—kg—ko(:p)
donc
z?  z3

e“log(l+z) =2+ =+ = +o0(z%).

2 3
4) @)=+ 1)vI—z.



Au voisinage de zéro on a :

2
1 3
N TR S S S

8 16
2 1523
(x?’—l—l)\/l—:c:1—%—%4—%—&-0(963)
sinz — 1
5) flw)= cosx+1°

Awu voisinage de zéro on a :

Sinx—1:—1+x+0(m2)
2
cosx—i—l:?—%—i—o(xQ) ’

d’aprés la division suivant les puissances croissantes de x , on a :

sinz — 1 1+x :1:2+ (2)
—— =——4+ - — — 4 o(x°).
cosx + 1 2 2
-1+
— 2
S
+24 e 22
o 272 8
4
- 3
z? n z°
4 4
2
4 16
ot
4 16
Solution 6 (exercice6)
Puisque lim+f(x) =400 et lim f(z) = —o0 la fonction f nadmet pas
r—0 r—0~

un développement limité au voisinage de x = 0.0n cherche alors un développe-

3 cy 2 P s . COs T 2 -
ment limité généralisé hmomf(x) =1l = 1| ,pour cela, on écrit

T— x—H>10 In (1 —|—Z‘)

T



le (DL) & lordre 4 au voisinage de x = 0 de zf(x).

eme ( —+—+0( )>
L - NS
2 4
_ 17% ﬂ*o(ﬁ)
1fg+%27%3 §+0(1’5)

En faisant la division suivant les puissances croissantes de x, de 1 — ix +

1 1 1 1 ., 1
ﬂx par 1 — ix + 3x2 — 1563 + 5x4, on obtient :
T COST n 1 7T 5 b 8y 41 n ( )
—_— = —r— —z - — —at+o
In(1+x) 2 12 24 720

4
Lot o
avec lim =0, d’ou
z—0 T

_cosr L LT S o),
n(l+z) = 2 127 24

Solution 7 (exercice?)
a) la fonction f = Argth est définie pour tout x, tel que |x| < 1. C’est une

5- Elle admet donc un développement

primitive de la fonction f' :
limité d’ordre 5, au voisinage de 0, dont la partie réguliére est la primitive de
la partie réguliere du développement limité de f', qui vaut f(0) en 0. Donc,
puisque

T sttt v,

et

= Argth(z)+c¢ (Jz| <1),

1— 22
alors

Argthz + ¢ = / (14 2% + 2" + 0 (24)) dz,

et d’aprés l'unicité du développenment limité, on obtient
L s, 15 5 :
Argthe =k + x + 3% —&—53: +0(ax ) ot k = Argth0 = 0.
Ainsi le développement limité o l'ordre 5 de Argthx, au voisinage de zéro :
1 1 o(z®
Argthe =z 4+ —2® + —a° 4+ o ($5) avec lim ( = ) =0
3 0 x

5 z—s




b) On peut procéder de deux maniéres pour obtenir le développement limité

de la fonction g.
1°"¢méthode : Elle consiste a prendre le développement limité des fonctions

x — Argthz et © — T et faire le produit de deux parties réguliéres. Ainsi,

2
—x
puisque

%:1—1—1‘24—3744—0@5),

L s, 15 5
Argthx:x—i—gx + - —|—o(x) etlfx

5
alors

Argthx
1— 22

= (m+§z3+;x5+o(m5)) (1+x2+x4+0(3:5))
= x—i—1x3+1x5+w3+1m5+x5+0(:c5)

3 5 3
5
= a:+fx3+§x5+o(x5) avec lim O(x)

=0.
3 15 z—0 5

2°meméthode : Elle consiste a prendre le développement limité de la fonction
x — Argthz et faire ensuite la division suivant les puissances croisantes de la
partie réguliére de ce développement par 1 — z2. On a donc

x+§m3+5x5 L2
;—x3 P L
1 3 15
gx?’ + 5365
oy

5"

d’ot le résultat.

¢) La fonction G étant une primitive de la fonction g elle admet un développe-
ment limité. La partie réguliére de ce développement limité est obtenue par in-
tégration de la partie régquliére du développement limité de la fonction g ou la
constante d’intégration vaut G (0)( d’aprés le théoréme de lintégration d’un
développement limité). Donc

1 1 4 23 o (2
3 (Argthz)* = c + 5902 + ESLA + %mG + 0 (2°) avec Jim gcﬁ ) =0

etc=G (0)=0.
d) Faisant un raisonement analogue & celui des questions précédentes. On
trouve

1
Arctgr = /mdxz/(l—ﬁ—l—x‘l—i—o(x‘l))dx

_13 15 5
x 337 —|—5x —l—o(at)



e - (m—§$3+;x5+0(x5)> (1=2*+a* +0(a7))
5
= $—§$3+%$5+0(x5) aUerhi{lO(xa;)—O




