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Sections A, B, C, D

§érie d'exercises N"2 d'Analyse2

Exercica 1: Montrer que tes fonctions suivantes admeftent un développèment
limité à l'ordre n au voisinage de 0
a) lU) = log(2 + -rr), b) g(x) : cos(l + x).

Exercice 2: Soit/une fonction quiadmet un développement limité à I'ordre 1 au

voisinage de 0.

Montrer que si/est continue en 0,/est dérivable en 0,

Exercice 3: Soit g la fonction définie sur R, par
(
) 8(x): Ë*six*o

I z si x=o
a) Etudier la continuité de g en 0
b) Montrer que g admet un développement limité à l'ordre n âu voisrinagle de 0.

c) Former ce développement.

Exercice 4: Etudier si la fonction/définie parflx) : if@îa un développement
limité à l'ordre 3 au voisinaOe de f;.

" Exercice 5: développement limité au voisinage de 0

l{*): sinx.cos2.r, n:6; !{x}: cosx.log(1 +x), n:4; /V): e*.1og(1 +x), n:3;

!U): (x3 + 1). JT4, n=3;/(x): ffif, {t=2

Exercice 6: Donner le développement limité généralisé au voislnage de 0 à
l'ordregde/(r'):f;fffu

Exercice 7: a) Donner le développement limité au voisinage de 0 à l'ordre 5 de

l(x) = Argthx.{Utiliser la dérivée de/)
b) Fairc un développement limité au voisinage de 0 à l'o,rdre 5 de
a(r) : Argtla i
6\/*r,r./ l-x'
c) En déduire le développement limité au voisinage de CI d'ordre 6 de

G(.lr) : 
$Qarsrhx)r.t 

O) Même questions avecl(*) : Arctyx,g(x) : W et G(x) : (Arctgx)î'
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Sections A,B,C,D

Solution de la Serie N◦2 d’analyse2

Solution 1 (exercice1)
a) f est de classe C∞sur ]−2,∞[ et on a :
∀x > 2 :

f ′(x) =
1

2 + x
= (2 + x)−1,

f ′′(x) = −(2 + x)−2,
f ′′′(x) = 2(2 + x)−3,

par récurrence on a :

∀x > 2,∀n ∈ N∗ f (n)(x) = (−1)n−1 (n− 1)!
(2 + x)n

.

D’après le développement de Taylor-Young au vosinage de zéro, on obtient

f(x) = log 2 +
x

2
− x2

8
+
x3

24
+ ...+

(−1)n−1 xn
n2n

+ o(xn).

b) La fonction g(x) = cos(1 + x) est de classe C∞sur R et on a

∀n ∈ N : g(n)(x) = cos(1 + x+ n
π

2
).

Donc d’après le développement limité (DL)

g(x) = cos 1− x

2!
sin 1− x2

2!
cos 1 +

x3

3!
sin 1 + ...+

xn

n!
cos
(
1 + n

π

2

)
+ o(xn).

Solution 2 (exercice2)
f admet un développement limité d’ordre 1 au voisinage de zéro⇒ ∃ a0, a1 et

une fonction ε tels que pour tout élément x non nul d’un intervalle I de R :

f(x) = a0 + a1 x+ xε(x) et lim
x−→0

ε(x) = 0.

f est continue en 0 ⇒ f(0) = a0 de plus

lim
x−→0

f(x)− a0
x

= a1 ⇔ lim
x−→0

f(x)− f(0)
x− 0 = a1 ,

d’où la dérivabilité de f en 0.
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Solution 3 (exercice3)

a) On a : lim
x−→0

g(x) = lim
x−→0

ex − 1
x

= 1 6= 2, donc g est discontinue en 0.
b) Au voisinage de zéro on a :

∀n ∈ N : ex = 1 + x+
x2

2!
+ ...+

xn+1

(n+ 1)!
+ o

(
xn+1

)
.

Alors :

∀x ∈ R∗ : e
x − 1
x

= 1 +
x

2!
+
x2

3!
+ ...+

xn

(n+ 1)!
+ o (xn) ,

d’où le résultat.

Solution 4 (exercice4)
f(x) = 3

√
tgx,

f ∈ C∞ (I) où I =
]
0,
π

2

[
, donc f admet un développement limité d’ordre 3

au voisinage de
π

4
.

f(x) = f(
π

4
)+
(
x− π

4

)
f ′(

π

4
)+
(
x− π

4

)2 f ′′(π
4
)

2!
+
(
x− π

4

)3 f ′′′(π
4
)

3!
+o

((
x− π

4

)3)
.

Calculant f(
π

4
), f ′(

π

4
), f ′′(

π

4
) et f ′′′(

π

4
) respectivement.

f(
π

4
) = 3

√
tg
π

4
= 1.

f ′(x) =

tgx13
′ = 1

3
tgx
−
2

3
(
1 + tgx2

)
⇒ f ′(

π

4
) =

2

3
.

f ′′(x) = −2
9
tgx
−
5

3
(
1 + tgx2

)2
+ (2tgx)

(
1 + tgx2

) 1
3
tgx
−
2

3

= −2
9
tgx
−
5

3
(
1 + tgx2

)2
+
2

3
tgx

1

3
(
1 + tgx2

)
⇒ f ′′(

π

4
) =

4

9
.
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f ′′′(x) =
10

27
tgx
−
8

3
(
1 + tgx2

)3
+ 2 (2tgx)

(
1 + tgx2

)2(−2
9

)
tgx
−
5

3

+
2

9
tgx
−
2

3
(
1 + tgx2

)2
+ 2tgx

(
1 + tgx2

) 2
3
tgx

1

3 .

⇒ f ′′′(
π

4
) =

80

27
− 32
9
+
8

9
+
8

3
=
80

27
.

Donc

f(x) = 1 +
2

3

(
x− π

4

)
+
2

9

(
x− π

4

)2
+
40

81

(
x− π

4

)3
+ o

((
x− π

4

)3)
.

Solution 5 (exercice5)
1) f(x) = sinx cos 2x.

∀x ∈ R : sinx cos 2x = 1

2
(sin 3x− sinx).

Au voisinage de zéro on a :
sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ o

(
x6
)

sin 3x = 3x− 9x
3

2
+
81x5

40
+ o

(
x6
) .

D’où

sinx cos 2x = x− 13x
3

6
+
121x5

120
+ o

(
x6
)
.

2) f(x) = cosx log(1 + x).
Au voisinage de zéro on a :

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ o

(
x4
)

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ o

(
x4
) .

Donc

cosx log(1 + x) = x− x2

2
− x3

6
+ o

(
x4
)
.

3) f(x) = ex log(1 + x).
Au voisinage de zéro on a :

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ o

(
x3
)
.

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ o

(
x3
) ,

donc

ex log(1 + x) = x+
x2

2
+
x3

3
+ o

(
x3
)
.

4) f(x) = (x3 + 1)
√
1− x.
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Au voisinage de zéro on a :
√
1− x = (1− x)

1
2 = 1− x

2 −
x2

8
− x3

16
+ o

(
x3
)

(x3 + 1)
√
1− x = 1− x

2
− x2

8
+
15x3

16
+ o

(
x3
) .

5) f(x) =
sinx− 1
cosx+ 1

.

Au voisinage de zéro on a : sinx− 1 = −1 + x+ o
(
x2
)

cosx+ 1 = 2− x2

2
+ o

(
x2
) ,

d’après la division suivant les puissances croissantes de x , on a :

sinx− 1
cosx+ 1

= −1
2
+
x

2
− x2

8
+ o

(
x2
)
.

−1 + x
−

−1 + x2

4

x− x2

4
_

x− x3

4

−x
2

4
+
x3

4
−

−x
2

4
+
x4

16

−x
3

4
− x4

16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2− x2

2

− 12 +
x

2
− x2

8

Solution 6 (exercice6)
Puisque lim

x−→0+
f(x) = +∞ et lim

x−→0−
f(x) = −∞ la fonction f n’admet pas

un développement limité au voisinage de x = 0.On cherche alors un développe-

ment limité généralisé

 lim
x−→0

xf(x) = lim
x−→0

cosx

ln (1 + x)

x

= 1

 ,pour cela, on écrit
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le (DL) à l’ordre 4 au voisinage de x = 0 de xf(x).

x cosx

ln (1 + x)
=

x

(
1− x2

2!
+
x4

4!
+ o

(
x4
))

x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
+ o (x5)

=
1− x2

2
+
x4

24
+ o

(
x4
)

1− x

2
+
x2

3
− x3

4
+
x4

5
+ o (x5)

.

En faisant la division suivant les puissances croissantes de x, de 1− 1
2
x2 +

1

24
x4 par 1− 1

2
x+

1

3
x2 − 1

4
x3 +

1

5
x4, on obtient :

x cosx

ln (1 + x)
= 1 +

1

2
x− 7

12
x2 − 5

24
x3 +

41

720
x4 + o

(
x4
)
,

avec lim
x−→0

o
(
x4
)

x4
= 0, d’où

cosx

ln (1 + x)
=
1

x
+
1

2
− 7

12
x− 5

24
x2 + ...+ o

(
x3
)
,

Solution 7 (exercice7)
a) la fonction f = Argth est définie pour tout x, tel que |x| < 1. C’est une

primitive de la fonction f ′ : x → 1

1− x2 . Elle admet donc un développement
limité d’ordre 5, au voisinage de 0, dont la partie régulière est la primitive de
la partie régulière du développement limité de f ′, qui vaut f(0) en 0. Donc,
puisque

1

1− x2 = 1 + x
2 + x4 + o

(
x4
)
,

et ∫
1

1− x2 = Argth (x) + c (|x| < 1) ,

alors

Argthx+ c =

∫ (
1 + x2 + x4 + o

(
x4
))
dx,

et d’après l’unicité du développenment limité, on obtient

Argthx = k + x+
1

3
x3 +

1

5
x5 + o

(
x5
)
où k = Argth0 = 0.

Ainsi le développement limité à l’ordre 5 de Argthx, au voisinage de zéro :

Argthx = x+
1

3
x3 +

1

5
x5 + o

(
x5
)
avec lim

x−→0

o
(
x5
)

x5
= 0
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b) On peut procéder de deux manières pour obtenir le développement limité
de la fonction g.
1èreméthode : Elle consiste à prendre le développement limité des fonctions

x→ Argthx et x→ 1

1− x2 et faire le produit de deux parties régulières. Ainsi,
puisque

Argthx = x+
1

3
x3 +

1

5
x5 + o

(
x5
)
et

1

1− x2 = 1 + x
2 + x4 + o

(
x5
)
,

alors

Argthx

1− x2 =

(
x+

1

3
x3 +

1

5
x5 + o

(
x5
)) (

1 + x2 + x4 + o
(
x5
))

= x+
1

3
x3 +

1

5
x5 + x3 +

1

3
x5 + x5 + o

(
x5
)

= x+
4

3
x3 +

23

15
x5 + o

(
x5
)
avec lim

x−→0

o
(
x5
)

x5
= 0 .

2èmeméthode : Elle consiste à prendre le développement limité de la fonction
x → Argthx et faire ensuite la division suivant les puissances croisantes de la
partie régulière de ce développement par 1− x2. On a donc

x+
1

3
x3 +

1

5
x5

−
x− x3
4

3
x3 +

1

5
x5

−
4

3
x3 − 4

3
x5

23

15
x5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x2

x+
4

3
x3 +

23

15
x5

d’où le résultat.
c) La fonction G étant une primitive de la fonction g elle admet un développe-

ment limité. La partie régulière de ce développement limité est obtenue par in-
tégration de la partie régulière du développement limité de la fonction g où la
constante d’intégration vaut G (0)( d’après le théorème de l’intégration d’un
développement limité). Donc

1

2
(Argthx)

2
= c+

1

2
x2 +

4

12
x4 +

23

90
x6 + o

(
x6
)
avec lim

x−→0

o
(
x6
)

x6
= 0

et c = G (0) = 0.
d) Faisant un raisonement analogue à celui des questions précédentes. On

trouve

Arctgx =

∫
1

1 + x2
dx =

∫ (
1− x2 + x4 + o

(
x4
))
dx

= x− 1
3
x3 +

1

5
x5 + o

(
x5
)
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Arctgx

1 + x2
=

(
x− 1

3
x3 +

1

5
x5 + o

(
x5
)) (

1− x2 + x4 + o
(
x5
))

= x− 4
3
x3 +

23

15
x5 + o

(
x5
)
avec lim

x−→0

o
(
x5
)

x5
= 0 .∫

Arctgx

1 + x2
dx =

1

2
(Arctgx)

2
=
1

2
x2 − 1

3
x4 +

23

90
x6 + o

(
x6
)

D’où
(Arctgx)

2
= x2 − 2

3
x4 +

23

45
x6 + o

(
x6
)
.
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