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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

De�nition
On appelle pavé de Rn, (n 2 N), une partie D de Rn dé�nie par

D =
n
Π
i=1
[ai , bi ] = [a1, b1]� [a2, b2]� ...� [an, bn ]

Si n = 2, l�ensemble

D = [a, b]� [c , d ]
=

�
(x , y) 2 R2 : a � x � b, c � y � d

	
, (a, b, c et d 2 R)

est un rectangle.
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

On dé�nit les fonctions suivantes :

f : [a, b]� [c , d ]! R, (x , y) 7! f (x , y)

g : [a, b]! R, x 7! g (x) =

dZ
c

f (x , y) dy

h : [c , d ]! R, y 7! h (y) =

bZ
a

f (x , y) dx
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Proposition

Si f (x , y) est continue sur D, alors
(i) g(x) est continue sur [a, b].
(ii) h(y) est continue sur [c , d ].

Theorem (de Fubini)

Si f (x , y) est continue sur D, alors

bZ
a

0@ dZ
c

f (x , y) dy

1A dx = dZ
c

0@ bZ
a

f (x , y) dx

1A dy (I)
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

De�nition
Dans le théorème précédent, le nombre dans la formule (I ) s�appelle

intégrale double de f sur D et on note
Z
D
f ou

bZ
a

dZ
c

f (x , y) dxdy et par

convention, on peut écrire

bZ
a

dx

dZ
c

f (x , y) dy au lieu de

bZ
a

0@ dZ
c

f (x , y) dy

1A dx
et

dZ
c

dy

bZ
a

f (x , y) dx au lieu

dZ
c

0@ bZ
a

f (x , y) dx

1A dy
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Example (1)

Calculer l�intégrale

3Z
1

2Z
1

�
2x + 3y2

�
dxdy . On a

3Z
1

0@ 2Z
1

�
2x + 3y2

�
dy

1A dx =

3Z
1

��
2xy + y3

� ���y=2y=1

�
dx

=

3Z
1

(2x + 7) dx = 22
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Example (1 suite)
De même

2Z
1

0@ 3Z
1

�
2x + 3y2

�
dx

1A dy =

2Z
1

��
x2 + 3xy2

� ��x=3
x=1

�
dy

=

2Z
1

�
8+ 6y2

�
dy = 22

D�après cet exemple, on voit bien que l�ordre dans lequel on e¤ectue les
intégrations n�a pas d�importance.
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Example (2)
Dans cet exemple, on va constater qu�un ordre d�intégration sera plus
avantageux que l�autre.

Calculer l�intégrale

2πZ
0

2Z
1

cos (x � ey ) dxdy .

I Il est plus di¤cile de commencer par le calcul de

2Z
1

cos (x � ey ) dy .

I Par contre il est plus facile de commencer par le calcul de
2πZ
0

cos (x � ey ) dx .
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Example (2 suite)
En e¤et :

2πZ
0

2Z
1

cos (x � ey ) dxdy =

2Z
1

0@ 2πZ
0

cos (x � ey ) dx

1A dy
=

2Z
1

�
sin (x � ey )

��x=2π
x=0

�
dy

=

2Z
1

(sin (2π � ey )� sin (0� ey )) dy

=

2Z
1

(� sin ey + sin ey ) dy = 0
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

L�interprétation géométrique de l�intégrale double
On suppose que f (x , y) � 0 pour tout (x , y) 2 D = [a, b]� [c , d ]. On aZ
D
f ou

bZ
a

dZ
c

f (x , y) dxdy est le volume (dans R3) de l�ensemble

f(x , y , z) : (x , y) 2 D et 0 � z � f (x , y)g.
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

I En particulier, si f (x , y) = 1, alors

Z
D
1dxdy =

bZ
a

dZ
c

dxdy

= (b� a) (d � c)
= aire de D

I Si f est négative sur D,
Z
D
f sera négative, sa valeur absolue représentera

le volume de l�ensemble f(x , y , z) : (x , y) 2 D et f (x , y) � z � 0g
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Propriétés
1 Si f et g sont continues sur D et si α, β 2 R, alors αf + βg est
continue sur D et Z

D
(αf + βg) = α

Z
D
f + β

Z
D
g

2 Si f est continue sur D, alors jf j est continue sur D et����Z
D
f

���� � Z
D
jf j

3 Si f est continue sur D et si f � 0, alorsZ
D
f � 0 et

Z
D
f = 0, f = 0

4 Si f et g sont continues sur D, alors

f � g )
Z
D
f �

Z
D
g

N. Beroual (Département de Mathématiques Université Ferhat Abbas-Sétif1)Calcul intégral et formes di¤érentielles 05/2020 12 / 26



Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Un cas particulier : Si D = [a, b]� [c , d ] et f (x , y) = g (x) h (y),
8 (x , y) 2 D, alors

bZ
a

dZ
c

f (x , y) dxdy =

0@ bZ
a

g (x) dx

1A0@ bZ
c

h (y) dy

1A , (variables séparables)
I Pour n = 3, D = [a1, b1]� [a2, b2]� [a3, b3], (ai , bi 2 R, ai < bi ,
1 � i � 3), on parle dans ce cas d�intégrale triple et on note

Z
D
f (x , y , z) dxdydz =

b1Z
a1

b2Z
a2

b3Z
a3

f (x , y , z) dxdydz
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un pavé

Et si f est continue sur D, le théorème de Fubini fournit

b1Z
a1

b2Z
a2

b3Z
a3

f (x , y , z) dxdydz =

b1Z
a1

dx

0@ b2Z
a2

dy

0@ b3Z
a3

f (x , y , z) dz

1A1A
=

b1Z
a1

b2Z
a2

dxdy

0@ b3Z
a3

f (x , y , z) dz

1A =

b1Z
a1

b3Z
a3

dxdz

0@ b2Z
a2

f (x , y , z) dy

1A
=

b2Z
a2

b3Z
a3

dydz

0@ b1Z
a1

f (x , y , z) dx

1A =

b1Z
a1

dx

0@ b2Z
a2

b3Z
a3

f (x , y , z) dydz

1A
=

b2Z
a2

dy

0@ b1Z
a1

b3Z
a3

f (x , y , z) dxdz

1A =

b3Z
a3

dz

0@ b1Z
a1

b2Z
a2

f (x , y , z) dxdy

1A
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un borné quelconque de Rn

D n�est pas un pavé
On considère le cas n = 2 et D un borné (fermé) de R2 dé�nie par l�une
des deux formes suivantes :
1ère forme :

D =
�
(x , y) 2 R2 : a � x � b et g1 (x) � y � g2 (x)

	
où g1 et g2 sont deux fonctions continues sur [a, b] telles que : g1 � g2 et
0 < a < b.
Dans ce cas si f est continue sur D le théorème de Fubini fournit

Z
D
f =

bZ
a

0B@ g2(x )Z
g1(x )

f (x , y) dy

1CA dx
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un borné quelconque de Rn

2ème forme :

D =
�
(x , y) 2 R2 : h1 (y) � x � h2 (y) et c � y � d

	
où g1 et g2 sont deux fonctions continues sur [a, b] telles que : g1 � g2 et
0 < c < d .
Dans ce cas si f est continue sur D le théorème de Fubini fournit

Z
D
f =

dZ
c

0B@ h2(y )Z
h1(y )

f (x , y) dx

1CA dy
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Intégrales multiples
Intégrales multiples sur un borné quelconque de Rn
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Intégrales multiples

Example

Calculer
Z
D

�
x2 + y2

�
dxdy où D est le triangle de sommets (0, 1),

(0,�1) et (1, 0).

Solution
1ère étape : Représenter graphiquement D.
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Intégrales multiples

Solution (suite)
2ème étape : Analytiquement D est dé�ni par

D =
�
(x , y) 2 R2 : 0 � x � 1 et x � 1 � y � 1� x

	
3ème étape : calcul de l�intégrale.

Z
D

�
x2 + y2

�
dxdy =

1Z
0

0@ 1�xZ
x�1

�
x2 + y2

�
dy

1A dx
=

1Z
0

��
x2y +

y3

3

� ���y=1�xy=x�1

�
dx

=

1Z
0

�
�8
3
x3 + 4x2 � 2x + 2

3

�
dx =

1
3
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Intégrales multiples

Changements de variables dans les intégrales multiples
On cherche à calculer

Z
D
f par changement de variables où D est un

domaine de Rn (pavé ou non).
Posons x = φ (u) où φ est une application dé�nie sur Ω à valeurs dans Rn

telle que φ (Ω) � D.
On a

φ : Ω ! Rn

u!φ(u)=x
et f : D ! R d�où

x!f (x )
f � φ : Ω ! R

u!f �φ(u)

Si x = (x1, x2, ..., xn), u = (u1, u2, ..., un) et φ = (φ1, φ2, ..., φn), on a

x = φ (u),
�
x1 = φ1 (u1, u2, ..., un) , x2 = φ2 (u1, u2, ..., un) ,...,

xn = φn (u1, u2, ..., un)

�
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Intégrales multiples

On suppose que les dérivées partielles
∂φi
∂uj

(u), 1 � i , j � n de φ, existent

pour tout u 2 Ω.
Rappelons que le jacobien de φ est

det Ju (φ) = det
�

∂φi
∂uj

(u)
�
1�i ,j�n

=

�������������

∂φ1
∂u1

(u)
∂φ1
∂u2

(u) ...
∂φ1
∂un

(u)

∂φ2
∂u1

(u)
∂φ2
∂u2

(u) ...
∂φ2
∂un

(u)

. . ... .
∂φn
∂u1

(u)
∂φn
∂u2

(u) ...
∂φn
∂un

(u)

�������������
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Intégrales multiples

Dans le cas n=2, on note φ (u, v) = (x , y) et on a

det J(u,v ) (φ) =

�������
∂φ1
∂u

(u, v)
∂φ1
∂v

(u, v)
∂φ2
∂u

(u, v)
∂φ2
∂v

(u, v)

�������
=

∂φ1
∂u

(u, v) .
∂φ2
∂v

(u, v)� ∂φ2
∂u

(u, v) .
∂φ2
∂v

(u, v)

Theorem (de changement de variable)

Si φ : Ω ! R2 est une bijection de classe C1sur Ω � R2 telle que :
det J(u,v ) (φ) 6= 0 et f : D ! R est intégrable sur D (avec

φ (Ω) � D � R2) alors (f � φ) .
���det J(u,v ) (φ)��� est intégrable sur Ω et on

a Z
D
f (x , y) dxdy =

Z
Ω
(f � φ) (u, v) .

���det J(u,v ) (φ)��� dudv
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Intégrales multiples

Example

Calculer I =
Z
D
(x � 1)2 dxdy sur le domaine

D =
�
(x , y) 2 R2 : �1 � x + y � 1,�2 � x � y � 2

	
Solution
Posons u = x + y et v = x � y. Le domaine Ω est donc le rectangle

Ω =
�
(u, v) 2 R2 : �1 � u � 1,�2 � v � 2

	
= [�1, 1]� [�2, 2]

Le changement de variables est donné par

φ (u, v) = (x , y) où x =
u + v
2

et y =
u � v
2

N. Beroual (Département de Mathématiques Université Ferhat Abbas-Sétif1)Calcul intégral et formes di¤érentielles 05/2020 23 / 26



Intégrales multiples

Solution (suite)
Le jacobien de ce changement de variables est

det J(u,v ) (φ) =

�������
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

������� =
���� 1
2

1
2

1
2 � 1

2

���� = �12 6= 0
D�où (d�après le théorème)

I =

1Z
�1

2Z
�2

�
u + v
2

� 1
�2 �����12

���� dudv
=

1
8

1Z
�1

2Z
�2

(u + v � 2)2 dudv = 136
3
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Intégrales multiples

Example (Changement de variable en coordonnées polaires)

Calculer I =
Z
D

1
x2 + y2

dxdy sur le domaine

D =
�
(x , y) 2 R2 : 1 � x2 + y2 � 4, x � 0, y � 0

	
Solution
D représente le quart de la partie (anneau) comprise entre les deux cercles
centrés à l�origine et de rayons 1 et 2. Posons x = r cos θ et y = r sin θ
tels que r > 0 et θ 2 [0, 2π[. Dans le plan (r , θ), le domaine Ω est le

rectangle Ω =
�
(r , θ) : 1 � r � 2, 0 � θ � π

2

	
= [1, 2]�

h
0,

π

2

i
.

Le changement de variables en coordonnées polaires est donné par

φ (r , θ) = (x , y) où x = r cos θ et y = r sin θ
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Intégrales multiples

Solution (suite)
Le jacobien de ce changement de variables est

det J(r ,θ) (φ) =

�������
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

������� =
���� cos θ �r sin θ
sin θ r cos θ

���� = r > 0
D�où (d�après le théorème)

I =
Z
D

1
x2 + y2

dxdy =

2Z
1

π/2Z
0

1
r2
jr j drdθ

=

2Z
1

π/2Z
0

1
r
drdθ =

2Z
1

dr
r

π/2Z
0

dθ =
π

2
ln 2

N. Beroual (Département de Mathématiques Université Ferhat Abbas-Sétif1)Calcul intégral et formes di¤érentielles 05/2020 26 / 26


	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples
	Intégrales multiples

