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Exercices : Math 2 (S2)

Les notations du cours sont utilisées

Exercice 1 : Simplifier les expressions et commenter les résultats obtenus.

(% - a) H ()™, (dd—; + /\2) H(z)sin(\z) S;“W)

Exercice 2 : Exprimer la fonction porte II(x) en fonction de H (:U — %) et H (.75 + %)

et en déduire la dérivée au sens des distributions de II(x).

Exercice 3:

1) Calculer les dérivées au sens des distributions des fonctions suivantes:

u(x) =cosxz, >0 et wu(zr)=0, <0

v(z)=2% |z|<1 et w@)=0 |z[/>1

2) Exprimer la fonction suivante en fonction de H (z — 7) et H (x + 7):
v(z) =sinz, |z|<7m et w(x)=0, |z]>7

et calculer ensuite la dérivée 17 et 2" au sens des distributions.

Exercice 4 :
I) Représenter graphiquement la fonction H (1 — |z|). Exprimer cette derniére en fonction
de la fonction de Heaviside avec des arguments sans la valeur absolue. En déduire alors la

dérivée au sens des distributions de H (1 — |z|).

IT) Mémes questions pour la fonction H (1 — z?)
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Exercice 5 : ” Valeur principale de Cauchy ”

On considére la fonction ‘p( )

ou p(z) € D. Dites pourquoi cette fonction n’est en général
pas intégrable sur R.
2) On va montrer que Lim,_ [ f‘ ¢lz) dm] = Lim._g [ f__;@dat + f::o@dx}, existe

z\>e T
d:v] = Lim._ [ oo (M) d:v} et montrer

toujours. Vérifier que: Lim._ [ f . >

J:|>5 x
que l'intégrant est parfaitement défini quand =z — 0.
3) Cette quantité est appelée valeur principale de Cauchy et on note la distribution

singuliére valeur principale de Cauchy par T = Up% et définie par :

(T, ) = <Upi,<p> — Limeq {f () +f+ooso )dx]

dl 1 1
—H(M) = vp—, T (vp—) =1
dx x

montrer que:

Exercice 6 :

1) On suppose a < b, exprimer la fonction H [(x — a)(x — b)] en fonction de H(x — a) et
H(z —b).

2) En notant que (z — a)(x — b) = 22 — (a + b)x + ab, montrer en dérivant la relation
obtenue précédemment que:

1

[0(x —a) +0(x — b)]

3) Vérifier que la relation ci-dessus peut étre déduite de la relation plus générale suivante
N1
6 [g(x)] = ;mfwﬁ — )
ou la fonction g(z) admet des racines simples xy et ¢'(xy) # 0.
4) En théorie quantique relativiste, on rencontre cette expression: ¢ [E? — p*c? — m2c?].

Montrer que :

) [E — PP+ m%c‘l} J [E + /P2 + mgc‘l]
_|_
2,/p2c? + mact 2y/p?c? + mjct

(5[E2—pc —mgcﬂ =
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Produit de convolution
Exercice 7 :

Calculer les produits de convolutions suivants:

1 (H( )COS(2I’) x (H(x)sinz).

[\
Cb

)

)

3) (5’(:6)*smx
4) 0"(x) * H(x)
5) H(L—[x[)« H(L — [x)

6) [0'( R

[0/ (x) + k()] * H(x)e " et dire alors que représente la quantité H(x)e

Exercice 8 :

I) En utilisant le raisonnement par récurrence montrer la relation :

H(x)z™ 1
(m —1)!

IT) Le but de cette question est de calculer I'inverse de convolution de la distrib-

5m) =9

ution : [§"(z) + 48 (z) + 35(x)], clest a dire on cherche la distribution S telle que :
[6"(z) 4+ 40 (z) + 36(x)] * S = 6.
1) Veérifier que : [0 (z) 4 46'(z) + 36(z)] = [6'(z) + 6(x)] * [0 () + 36(z)]
1

2) En utilisant la proprietée:  [§"(2) +40'(z) +30(z)] = = [§'(z) +36(x)] " «
[0'(z) + 6(x)] " et le résultat de la question (6) de l'exercice précédent, en déduire que

S=H(z)e® * H(x)e™

Vérifier que :
1
S = §H(a:) [e" — e %]

3) Soit I’équation différentielle : #(t) —4i(t)+3z(t) = F(t). Donner I'expression générale

de la solution particuliére.



K.B
Transformations de Fourier et de Laplace
Exercice 9 : Utiliser la relation TF [f(z) * g(x)] = V27 F (k)G(k) pour déduire
TF [f(z)g(x)] = V2rF (k) * G(k)
Exercice 10 :

1) Calculer TF [e~] ou « réel positif.

2) Utiliser le résultat pour calculer le produit de convolution 0422—&;2 * 622—5962
3) Utiliser la transformation de Fourier pour calculer I'intégrale suivante: fooo(lf%)%

Exercice 11 :

Calculer la TF <e_T2) a deux dimensions ou 7? = 22 + 1/

Exercice 12 :

Calculer les transformées de Fourier de
a) o(xz+a)

b) 3 [0z +3) +d(x - 3]

Exercice 13 :
On rappelle que si une fonction f(z) est périodique de période T c’est a dire f(x +T) =

f(z), on peut la décomposer en série de Fourier comme suit:
= in, 27 ]_ T i 2T
flz) = Zzzfzcnem T avec ¢, = Tfo f(z)e ™7 %dy

1) On considére la distribution appelée peigne de Dirac définie comme : [[I(z) =
S "=t%5(x — 2n7). Représenter graphiquement I11(z) et vérifier quelle est périodique.

2) Utiliser la décomposition en série de Fourier pour montrer que

n:+oo(5 1 n=-4+oo
-9 - INT
n:z_:oo (x — 2nm) 27Tn:z_:ooe

3) En prenant la TF des deux membres, en déduire que

n=-+oo n=-4oo .
S Sk —m)= 3 e
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Exercice 14 :

Dans le modeéle en couches, on peut considerer les protons du noyau atomique d’oxygene
280 comme soumis a un potentiel moyen d’oscillateur harmonique isotrope V' (r) = mw?r? /2.
On montre que la densité des 8 protons est donnée par

— 208 9 9\ —a2r? mw
pp(r):m(l—i-Zar)e ,avec o=/ —

h

1) Quelle est la dimension de a.
2) Calculer [ p,(7)d7
3) Calculer le facteur de forme de diffusion élastique : F(q) = [ p,(7")e™"

Exercice 15 :

Le but de cet exercice est de calculer la transformée de Fourier de la fonction sgn(z).
1) Calculer directement T'F [II(x)].

2) Vérifier que I(x) = [sgn(x + 1/2) + sgn(z — 1/2)] /2.

3) En utilisant cette derniére relation, montrer que
TF [I(x)] = i[sin(k/2)] TF [sgn(x)]
4) En comparant ce résultat avec celui obtenu dans la question (1), en déduire T'F [sgn(z)]

Exercice 16 :

1) Exprimer la fonction de heaviside H(x) en fonction de la fonction sgn(x).
2) Utiliser le résultat de 'exercice précédent pour calculer T'F [H(z)].

Exercice 17 :
Soit la fonction f(x) =1 — |z| /2 pour |z| <2 et f(z) =0 ailleurs.
1) Tracer graphiquement f(x), calculer ensuite T'F [f(x)].

2) Utiliser le résultat pour évaluer U'intégrale I = f_t;o (%)4 dx.

Exercice 18 :

Soit U(7) = \/1_3exp[—£] la fonction d’onde de I’état fondamental de 1’électron de
7ra0

I’atome d’hyrogéne ot ag = % Montrer que la fonction d’onde en représentation p est

donnée par :
a

= —
Y= e

ol « est & déterminer
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Exercice 19 :

!

Le facteur de forme F( k) est la densité de charge p(7) sont reliées par la relation

—_— e
F(k)= (2753/_2/0(?)6_“6'

—

é
Tdr .

ﬁ
Si le facteur de forme est donné par F(k) = W(a?—fﬁr)’ en déduire que la densité
correspondante est
R CL2 e—ar
r)=—
p(7r) T r

Exercice 20 :

Dans la suite la notation L [f(t)] = F(s) = [;° f(t)e*!dt, (Re(s) > 0), désigne la trans-
formeée de Laplace de la fonction f(t).
I) Montrer que:
L [te_%] = 2a — Zﬁa%seasz erf ¢ [s a}
IT) 1) Montrer que

dF(s)

L) = -2
dF(s)

L[tf"(t)] = —szw —2sF(s)+ f(0)

2)On rappelle que la fonction de Bessel cylindrique J,(z) obeit : z%J’+ zJ'(x)
+ (2? —v?) J,(z) = 0 et on cherche & calculer la transformée de Laplace Jo(z) que I'on
note par : Fy(s). En prenant la transformée de Laplace de I’équation différentielle et en

utilisant les résultats de la question (1) ci-dessus, montrer que:
Fo(s) s

Fo(s) 5241
3) On note que Jy(0) = 1, en déduire:
1
s2+1

F()(S) = fOOOJO(t)G_Stdt =
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Exercice 21 :

Représenter chacune des fonctions suivantes (k > 0) et calculer ensuite leurs transformées

de Laplace.
1) H(t—k) 2) (t— k)H(t — k) 3) H(t) — H(t — k)
4) S H(t—nk) 5) 23 H(t — (2n+ 1)}) 6)2 3 (1) H(t — (2n+ 1)k)

Exercice 22 :

Représenter les distributions suivantes et calculer ensuite leurs transformées de Laplace

1) 8(t— k) 2) ia(t—nm 3) i(—l)”é(t—nk)
4) 2§ja(t — 2n+ 1)k) 5) 2i (—1)"6(t — (20 + k)
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Méthode WKB

Exercice 23 :

I) Déterminer les points tournants des potentiels suivants (avec £ > 0) :
V(x) = x|

et
V(z) =k|zx| pour x>0 V(z) =400 pour z<0)

IT) On considére une particule de masse m soumise au potentiel V(z) = k|z| (avec
k> 0).

1) Représentez le graphe de ce potentiel.

3) Calculer les énergies F,, dans ’approximation WKB.

4) L’énergie exacte du ler niveau excité est donnée par

B2 k2 1/3
Egact — 93381 ( 2“ )

m

Comparer cette énergie avec celle obtenue par WKB.
Exercice 24 :

On considére une particule de masse m soumise au potentiel suivant appelé semi-

harmonique (half harmonic potential) défini par

V(z) =400 pour z<0

1
V(z) = émw2x2 pour z >0

1) Représentez le graphe de ce potentiel.
3) Calculer les énergies FE,, dans I’approximation WKB. Que remarquez-vous.

Exercice 25 :

Calculer, dans ’approximation WKB, le coefficient de transmission d’une particule de

masse m et d’énergie ' < Vj , a travers la barriére parabolique

V(z) =V [1—2?/d®] pour |z| < a

V(z)=0 ailleurs.



Exercice 26 :

Utiliser la méthode WKB pour estimer le coefficient de transmission d’une particule de

masse m et d’énergie I/ < Vj; a travers la barriere

V(z) = Voexp [-z/d] |z >0
V(z)=0 r <0

On pourra utiliser le changement de variable suivant, u = ce™?* — 1.
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