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Séries d�exercices n�2
Suites et Séries de Fonctions

Exercice 1
On considère pour n � 1, les fonctions :
1) fn (x) = x�

1

n
, x 2 IR.

2) gn (x) =
�
1� 1

n

�
x, x 2 IR,

3) hn (x) = x exp (�nx), x 2 [0;+1[
4) �n (x) = nx exp (�nx), x 2 [0;+1[
Etudier la convergence simple et uniforme de ces suites de fonctions.
Exercice 2
Soit (fn)n la suite de fonctions dé�nes par fn (x) =

nx

enx
, n 2 IN .

1. Montrer que (fn)n converge simplement sur [0;+1[ :
2. Montrer que la convergence n�est pas uniforme [0;+1[.
3. Montrer que la convergence est uniforme sur [a;+1[ pour tout a > 0.
Exercice 3
On considère la suite de fonctions de I = [0;+1[ dans IR dé�nie par

fn (x) = arctan

�
n+ x

1 + nx

�
1) Etudier la convergence simple de la suite (fn)n sur I.
2) Pour tout entier n � 0 on pose :

8x 2 I : gn (x) = fn (x) + arctanx�
�

2

- Montrer que pour tout n � 0, gn est une fonction croissante sur I.
- En déduire que la suite (fn)n converge uniformément sur I.
Exercice 4
Etudier la convergence de la suite de fonctions dé�nies sur [0; 1] par

fn (x) =
ne�x + x2

n+ x

1. La convergence est-elle simple? uniforme?
2. En déduire la nature de la suite numérique (un)n telle que

un =

Z 1

0

ne�x + x2

n+ x
dx

1



Exercice 5
Etudier la convergence simple, uniforme et normale des séries de fonc-

tionsX
n

un dé�nies sur [0; 1] dans chacun des cas suivants :

1. un (x) =
1

n+ xn2
, 2. un (x) =

(�1)n

nx+
p
n
, 3. un (x) = xn (1� x),

4. un (x) = (�1)n (1� x)xn, 5. un (x) =
arctannx

n2
Exercice 6

On considère la série de fonctions :
X
n

fn telle que fn (x) = (�1)n
x2 + n

n2
,

x 2 IR.
1. Etudier la convergence simple de

X
n

fn.

2. Montrer qu�il existe une suite (an)n de réels telle que la suite numérique
de terme général fn (an) ne converge pas vers 0.
3.
X
n

fn est-elle uniformément convergente ?

Exercice 7

Soit t 2 IR. On pose f (t) =
+1X
n=1

1

nt
lorsque la série est convergente.

Montrer que la fonction f est dé�nie continue et dérivable dans l�intervalle
]1;+1[.
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