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CHAPITRE 1:

Rappels mathématiques

1.1. REPRESENTATION D’UN POINT DANS L'ESPACE

On se placera toujours dans un repere orthonormeé Oxyz. de vecteurs unitai-

Ies ey, €y, e:.
1.1.1 Coordonnées cartésiennes
e, = ” = =
¥ = OM = xex + yey + ze:
Si M se déplace, on a :
—— o = -
dOM = c_ﬁf? = dxey + dye, + dze:

2 ) )
OM =x?+y*+2?
(dOM)? = dx? + dy? + dz2

1.1.2 Coordonnées cylindriques

Vecteurs unitaires : &, ég. é- :

On définit M par sa coordonnée = et par les coordonnées polaires », € de son

projeté sur le plan x Oy.
¥'= Fuoss
y =rsinf

_é__iﬁ = ré’_r +:é: {
dOM = dré, +r d0 &y + dzé.

2
OM =r2+:22

(dOM)? = &2 + (r d0)2 + dz2

.y



1.1.3 Coordonnées sphériques

Vecteurs unitaires : &, ég. €,.
On définit M par la longueur

r = OM et les deux angles ¢ et 6.
X =rsinfcosp
— 5 g i
OM =re. y v =rsmfsiny

z=rcosf
dOM = dr. +rsin0dpé, +r do &
2
OM =2

dOM)? = dr? + 2 sin2 0d o2 + 12 d6>

ik
Z €,
1\., 4 f -
€
*,
T £ —=
M
a8 7 €
b I
4 [
F
b y
O - I — * U

Bien distinguer la coordonnée polaire 7 = OM et la coordonnée spherique
r=0M.

1.2. Angle solide

- Angle solide élémentaire

Par définition ’angle solide dQ sous lequel on voit une surface élémentaire ds

a partir d’un point donné O

est:




dSe dS CoS o

dQ) = 2 2 o =
r r l__,.-"" o ds
Dans le cas ou I’¢1ément dS est pris sur la sphere de !
| T
centre O et de rayon 7, on a tout simplement : |I L |
:'I_ J
ds —— _dS \
dQ=—Ne =— e
r r "

1.3. Operateurs vectoriels

1.3.1 Gradient

L’opérateur grad (ou encore V , opérateur vectoriel polaire nabla) associe a

of of 8f)

une fonction scalaire f(x, y, z) un vecteur de composantes ( ox dy’ oz

of

comme : of = o ——dx+

fdy—l——fdz

oy 0z

on en déduit : df =(grad f).dOM relation que ’on utilise pour

définir le gradient dans un systéme de coordonnées quelconques.

- Coordonnées cartésiennes : f = f (X,y,Z)

grad f —@;+@Z+lt
ox oy ' 0Oz

- Coordonnées cylindriques : f = f(7,0,z2)

grad [ =(grad f), e, +(grad )€, +(grad f).e.
dOM =dre +rdOe, +dze,




On en déduit :

df =(grad f.dOM)=(gradf).dr+(gradf),rd0+(gradf).dz

df =

of

or

of
00
of

oz

grad [ =

afd L go+ L g

oz

er
€0

€:

- Coordonnées sphériques : / = f(7,0,0)

Un calcul analogue au précédent donne :

1

of
o e
of —~
00 |

of |

1.3.2 Divergence

rsin@ O

L’opérateur div (ou encore V') associe a un vecteur V' le produit scalaire de

V par ce vecteur

Coordonnées cartésiennes :

divV =V.V (scalaire)

_. oV
divV = V, +—=+ ,
ox oy Oz




Coordonnées cylindriques :

On montre que divV peut se mettre sous la forme condensée suivante :

divV = 1)o7 + Ve + v,
r or 00 0z

Coordonnées sphériques :

- Une expression simplifiée de divlV est donnée par :

— 2 i ov
7oL AT 1 o0sn0) 1o,
r or rsinf 00 rsinf op

1.3.3 Rotationnel

R ——

L’opérateur 7’0t (ou encoreV A) associe a un vecteur V' le produit vectoriel de

V par ce vecteur : 70tV =V AV

Coordonnées cartésiennes :

. 9%
_éx _éy 22 ay 0z ;
— = 0 ov. oV ~
rotV=— — —|= -——= ey
ox Oy Oz oz Ox .

(rot 7) 1oV, oV,
rr ol oz
(roi 7) _ov, o7,
o 0z Or




Coordonnées sphériques :

(;(;V): 1 {a(sinéVq))_aVe}

r sinf 00 oQ
(;;t» 17) 1 or _la(’”V(p)
6 rsin@ Oop r Or

(;(;17) _ljowV,) o
0 7 or 00

Rotationnel et circulation d’un vecteur :

Par définition, la différentielle de la circulation de ¥V sur un contour

fermé (C) est relié au rotationnel de vV par : do = (El: V)ﬁ
ou dS est un élément d’une surface

quelconque (S) qui s’appuie sur (C).

Cette relation permet de définir la coordonnée _ Yy

du rotationnel dans une direction quelconque

de vecteur unitaire 7. On en déduit : v

—_— e —

Q= (j)(c)f.de = ” (rotV).dS
()

Cette formule, dite de Stokes, facilite parfois le calcul de la

circulation d’un vecteur le long d’un contour ferme

{ (C)Z.E:(J;J;(QZ).LTS , [(S)S'appuissur (C)]J



Exemple y4
On considere le champ vectoriel
- = = D : < C
V=(ax+by)e:+(cx+ fy)e,
TOR!
et le contour ferme ABCDA précise sur la i : 1 "
A B

figure.

-Vérifier le théoréme de Stokes en calculant la circulation de V sur ce
contour.

On a d’une part :
¢ =Cf>17.ﬁ:J.Olaxdx+I(j(c+fV)dy+Ilo(ax+b)dx+_[10ﬁ/dy —c—b
C

et d’autre part :

j rotV .dS =j rotV . N dS
S) (S)

et comme :
rotV =(c—b)e: et N =e:
1l vient :

[[rotV.dS = [ (c-bydvdy=c~b
($)

1.3.4 Laplacien
L’opérateur Laplacien (noté¢ A ) est défini par :
o> o 0
+ +
ox* oy oz’
7

A=




Il peut s’appliquer a une fonction scalaire :

2 2 2
_&f 8fFS
ox* oy oz

Af
ou a un vecteur :

277 277 277
AV=(’3 IZ/+8 IZ/+8 IZ/

ox~ oy~ Oz
=e AV, +e, AV, +e: AV,

Remarque :

L’intérét de tous ces opérateurs vectoriels est d’une part, de permettre
une é&criture concise des équations dites « locales » (exemple :
¢quations de Maxwell), et d’autre part, de faciliter les calculs, grace
aux relations vectorielles qui existent entre eux, et aux transformations

intégrales qu’ils permettent d’effectuer.

4 Relations vectorielles

Produit mixte :
A(BAC)=C.(AAB)=B.(C A A)
Double produit vectoriel :
AABAC=B(AC)-C(A.B)

fet p étant des fonctions scalaires, on a :

grad(fp) = f gradp+p grad f
div(f A)=(grad f).A+ f div 4




div(AAB)=B.rot A— A.rot B
rot(f A) = (grad f)~ A+ f rot A
div(grad )= Af

div(rot A)=0

rot(grad f)=0

rot(rot A) = grad(div A)— A 4




CHAPITRE 2 :
ELECTROSTATIQUE

2.1. Charges ¢électriques

Dans tout phénomene physique intervient un « objet » dont la
structure confere certaines propriétés a 1’espace qui I’entoure. Dans le
cas de la gravitation, I’objet est constitu¢ par une masse. En
¢lectrostatique, I’objet est une charge, mesurée en coulomb (C) dans le
systeéme international. Il existe deux types de charge ¢lectrique ; les
charges de méme nature se repoussent tandis que celles qui sont de
nature différente s’attirent. Les unes sont dites « positives » et sont
mesurées par un nombre positif, les autres sont dites « négatives » et

sont mesurées par un nombre négatif. Toute charge est multiple de la

charge élémentaire : €=1,6.10""C
Les atomes sont constitués de particules chargées, a savoir :
— les ¢lectrons : (e”) responsables de la conduction €lectrique dans les

meétaux
charge: ¢, =—€= -1,6.107°C
masse : M, =9,1.107' Kg

— les protons : (HY)
charge : ¢, =¢=1,6.10""C

masse : mp = 1, 67.10_27 Kg

10



ainsi que les ions et les porteurs de charge dans les semi-conducteurs
qui peuvent étre des €lectrons ou des « trous » (absence d’¢lectrons).
On distingue :

* les charges ponctuelles : supposées sans dimension, ce qui est
analogue a I’hypotheése du point matériel en mécanique.

* les distributions continues de charge : hypothése d’une charge
macroscopique permettant de définir une charge infinitésimale dg, a
laquelle on peut appliquer les formules ¢tablies dans le cas d’une
charge ponctuelle, avant d’intégrer sur la distribution.

On définit ainsi les densités :

d .
— linéique sur un fil : 127? [C-m 1}

. - _dq =)
— surfacique (ou superficielle) sur une surface : 0 = s [C .m ]

dq -
— volumique dans un volume : P = qv [C .m 3}

auxquelles correspondent respectivement les charges infinitésimales

Jdl, —dSet /8¢

2.2. Loi de coulomb

Soit deux charges ¢ et ¢’ placées en M et

M’ et distantes de 7. Ces charges
peuvent etre positives ou negatives, mais M
dans le cas de la figure, nous ¥

supposerons qu’elles sont de méme signe.
11



La loi de Coulomb permet de déterminer la force F'mu’ exercée par g sur ¢, ou

encore la force F'm'm exercée par ¢/ sur g, ces deux forces étant égales et

opposées, conformément au principe de I’action et la réaction.

Cette loi s’écrit : Fu' = quizl_’;MM/ ou Fu = quiz;lM/M
Avec :
1 9
K = =9.10" S./
4re,

U MM’ est le vecteur unitaire porté par le support de MM’ , orienté de M vers M,
(on dit dans le sens qui va de la cause vers 1’effet).

Cette loi traduit I’interaction entre les deux objets g et ¢

Remarque :

La force est répulsive si les charges sont de méme signe, elle est attractive si

elles sont de signes contraires.

2. 3. Champ et potentiel

2.3.1 Cas d’une charge ponctuelle

La seule présence d’une charge ponctuelle g au point M (comme d’ailleurs d’une
masse ponctuelle m, dans le cas de la gravitation) permet de définir deux

propriétés en un point M’ de ’espace environnant :

— une propriété vectorielle, le champ électrostatique :

Evu = K%UM/M
r

‘q ‘ représentent la valeur absolue de la charge q .L’équation aux dimensions

d’une force étant MLT? et celle d’une charge IT ,celle de E sera || E] = MLI o

- une propriété scalaire, le potentiel électrostatique (défini a une constante pres) :

12



V. oy &
r

— et une relation entre les deux propriétés :

—_

Ev=-gradV,,| oy AV =—Eu.dM

Le champ ¢lectrique est orienté vers les potentiels décroissants

2.3.2 Cas d’un systéme de charges

Lorsque n charges ponctuelles existent simultanément en des points M;,M,,. ,M,,
le principe de superposition permet d’écrire :

— pour le champ résultant en un point M (avec i = MiM =/ 0) :

Ewm :KZ_;uMiM
i

— et pour le potentiel résultant :

v, :KZ%

i

Dans le cas de distributions continues de charges, on aura de méme :
— pour un fil chargé uniformément :

“ B
5 i Ade A~

Ey=K [_ —upm de -~ -
A5 ¥ x

7 r

P L N ¥/
> = )\ dEI .-__-
Vvy=K [ _ . — it
AB

Xp
-

pour une surface chargée uniformément :

13



Eyj—K f f o ) "M’
M=K UMM el i, T
(-IS,) 142 ‘""A..\___O— w‘ -

odS _'-
V=K — U e
S T

— et pour un volume chargé uniformément :

EM = KJ:U pciV;MM/ I/ = :I:\J____. M
(p) r l P -If"__. — *
dV \‘ JI|".I ”:”:V
V=K [Jf5 i oy

’ () ~—

(p)

3. Force et Energie Potentielle Electrostatiques

3 .1 Force électrostatiques
De fagon générale, la présence d’une charge ¢ en un point M ou le champ est £
se traduit par une interaction caractérisée par deux propriétés :

— une propriété vectorielle, la force exercée sur la charge ¢:

F=qE

Rappelons qu’une charge ponctuelle isolée ne peut avoir une énergie potentielle.

En effet, cette charge crée autour d’elle un champ £ et un potentiel V, mais
c’est en interagissant avec le champ d’une autre charge ou d’une distribution de
charges qu’elle va acquérir une énergie potentielle E, engendrant une force

d’interaction F .
14



Dans le cas de deux charges g et ¢’ en interaction, I’énergie potentielle

s’exprime par :

ou g et ¢’ sont des valeurs algébriques et 7 est la distance séparant les deux
charges. Il faut rappeler que 1’énergie potentielle définie ci-dessus peut étre
considérée comme :

— I’énergie de ¢’ dans le champ de ¢,

— Iénergie de ¢ dans le champ de ¢/,

— une propriété scalaire, I’énergie potentielle définie a une constante pres

comme le potentiel :

Ep =qVy

— et une relation entre les deux propriétés :

—_—

F=-grad E,

3 .2 Energie potentielle d’un systeme de charges

Cas d’une distribution de charges ponctuelles

Soit un systéme de charges g1, q2, g3 placées respectivement aux points 4, A,
As. On cherche a déterminer 1’énergie potentielle d’un tel systeme. Pour cela, on
adoptera la méme démarche que précédemment, qui consiste a reconstituer le
systéme en amenant les charges 1’une apres 1’autre, de I’infini a leurs positions

définitives.

1
Ep =11 +q2V2 +q373)

ou V1 est le potentiel résultant créé par les charges (¢2,q3) au point 4, V> le

15



potentiel créé par les charges (g3,q1) au point 4,, et V3 le potentiel créé par les
charges (q1,9>) au point A4s.

soit, en généralisant au cas de n charges

Cas d’une distribution continue de charges

On peut étendre la sommation discontinue précédente a une sommation
intégrale. En désignant par dg la charge ¢lémentaire et par V' le potentiel auquel
est soumis cette charge, on obtient :

1

espace chargé

Distribution linéaire :

I
dg = AdI Ep:;f,wdr
e

Distribution superficielle :

1
dg = odS EpzqffTVds
~ J 5

Distribution volumique :

1
dg = pdr Ep = Tff’"VdT

4. Exemples d’applications
Exemple 1. Comparaison entre force électrostatique et force de gravitation

dans [’atome d’hydrogene

16



On donne la constante de gravitation G = 6,7 .107!! S.I et le premier rayon de
I’atome de Bohr ap = 0,53.1071" m.
Dans I’atome d’hydrogene, un électron (charge —e) décrit une orbite circulaire

de rayon a¢ autour d’un noyau constitué¢ d’un proton (charge +e). Il s’agit de

comparer les forces électrostatique (F'e) et gravitationnelle (/¢ ) entre ces deux

particules.
910%(1,6 - 10~19°
e e i = =] - 1B
a3 (0,53 -10710)2
mimp  6,7-107119,1.10731)(1,67 - 10727)
Fe=G 2 — = )
© ag (0,53 -10710)2
=3,7-100YN

La force électrostatique est environ 2 .10*° fois plus grande que la force de
gravitation. Cette derniére est donc tout a fait négligeable.

Pour les particules « éléementaires » (électrons, protons, ions,......) on néglige
toujours les forces de gravitation ou de pesanteur devant les forces

électrostatiques.

Exemple2:
On place quatre charges ponctuelles aux sommets ABCD d’un carré de coté

a =1 m, et de centre O, origine d’un repére orthonormé Oxy de vecteurs

unitaires exet €,. Ondonne: g, =¢=102%C, 8y
A J B
q> = _2q , 43— 2q et q4——q (ql'] ' (g,)
1
K:4 =9.10°S./ -
e , v
’ & £ -+ L *
O —=
¥
| =
|
J
D ¢
17 ) [:q:;']



1) Représenter et calculer la force de coulomb appliqué sur la charge au point A.

2) Représenter et calculer le champ électrique £ au centre O du carré. Préciser

la direction, le sens et la norme de E .

3) Exprimer le potentiel V' créé en O par les quatres charges.

Solution :

1) Calcul la force de coulomb appliqué sur la charge au point A :

Ona Fa=Fpi+Fci+Fpa

Fur = K909,
(B4)

2) Détermination du champ E en O.

Soit £1, E2, Eset E4 les champs créés en O

Respectivement par les charges g1, ¢2, g3 et ga.

Ona: E=E1+E2 +E'3 +E4

On trouve
E=2f1 %
a y

Le champ résultant _ E est donc :
— dirigé suivant I’axe y/oy ;

— dans le sens positif de ’axe y/oy ;

2K
—De norme azq \/5

AN: E=9.10°x10"x22 =254.6V.m™

3) Détermination du potentiel V' en O :

Soient Vi, Va, V3 et Vi les potentiels créés par les charges g1, ¢», g3 et gsen O.

18



V:V1+V2+V3+V4:Zﬁ[l—Z+2—1],soit: V=0

a2

Exemple 3. Champ créé par un fil circulaire portant une densité de charge

uniforme A = dq/dl, en un point M de son axe (OM = z).
On suppose 4 > 0.

1) Calcul direct du champ £
A chaque élément d/ du fil, on peut faire correspondre un élément d/

symétrique par rapport a O. Par raison de symétrie, seule la composante de dE

sur ’axe Oz intervient : E est porté pare: .

Il est plus €élégant de remarquer que tout plan contenant Oz est plan de symétrie
pour la distribution de charge et contient donc £ (qui est un vecteur polaire).

En un point de I’axe, £ appartient a I’intersection de ces plans : il est donc selon

I’axe Oz. On a successivement :

dE_=dE cosa
_ Kdq z
Z2+R’ (22+R2)%

dq = Mdl
KAz 27R
Ez Zmﬁ) dl
— ARz -

e;
k&£+Rﬁ%
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ot

2) Calcul direct du potenti

K dg f ’Q“‘
dV = 7 = T
(z2+R*)? (22 +R*)™*
y-— K2y
(22+R2)A 0
V(z) = AR -
2¢,(z° +R*)?

3) Calcul du champ a partir du potentiel

V= AR — avec E:—gde
26,(z* + R?)
On a successivement :
P
X oy
E = oy _ ARz -
0z 2g,(R*+2°)"?
Ez :_6V ARz -
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5. Dipole électrostatique

On considére deux charges —¢, +g placées aux points A4 et B, distants de a. Ce
systeme, appelé dipdle €lectrique ou doublet électrique, qui crée un champ et un
potentiel dans I’espace environnant. Le modele théorique du dipdle trouve son
application dans la polarisation des molécules conduisant a 1’approximation
dipolaire de la maticre.

Les calculs du champ et du potentiel créés par un dipdle se font toujours en des

points tres €loignés du dipdle OM >> a.

5.1 Calcul du potentiel a grande distance

A
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2

or : BM?=(BO+OM)?=(OM —OB)?*=0OM?+ 0OB?-20B.OMcos 0 =1+ a4 —a.r.cosb

| 2
soit: BM=r1../1- “cos0+

Voo 412

' 2

[ G a
1+ —-cosB6+ —

\ I 4r2

de méme en changeant 6 en -6, on obtient: AM =r.

2 N5 2 \ "3
Dou: V= s (I—ECOSBJra—J —(l+gcose+a—J
Ame 1 r 4r? r 4r?

r>>a dol a/r << 1, on peut utiliser le développement limité au 1% ordre de la

forme (1+x)" ou (1-x)":

_ q i a
- V= l+—cosBO |—|1——cosb
On obtient : 47‘5801“ K e } ( 2 H
L,__quCOSQ
Ou encore ;| A £, r2 avec r=0OM

Pour 0 = /2, V=0 pour tous les points du plan médiateur de AB. Ce plan est

une surface équipotentielle.

On définit le moment dipolaire :

;:qﬁzqa&fm

On peut noter que ¢ est toujours la valeur absolue de la charge et que P est

orienté de la charge négative vers la charge positive.

pu, K
v :Kpi;l _ p(;OSH
r r
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5.2 Calcul du champ électrique a grande distance

—

E=—gradV
oV 2K pcosf
Ey' = — = 3
or r
10V _ Kpsinf
" ree F
E =0

—_—

pour M éloigné, E et V créés par le dipdle seront négligeable par rapport a

—_—

E et V créés par des charges situées & proximité du dipdle.

Expressions cartésiennes

Le potentiel et le champ présentent évidemment une symétrie de révolution

autour de ’axe support AB | pris ici comme axe Ox. Comme

X
cos@z—y
<x2+y2) 2
On trouve
P . P px
I _“A(\2_|_J-2}3f2

2

Fo— v _x 3% 1
2= "0 | R Bt

_ 3cos?h—1

= I&p =
,T'J
z av % 3xy
Y= Ty T TP 2 1 2)502

_ 3smnfcost
— p—

73

23



1

Lorsqu’on s’¢éloigne du dipdle, le potentiel décroit en-3 (comparé a P

1
par une charge ponctuelle) et le champ en = (comparé¢ a Z ).

5.3 Mouvement du dipole dans un champ E uniforme

Le dipdle est soumis a un couple de forces
: méme intensité, directions différentes et

sens opposés. Ce couple est caractérisé par

son momentT .

E Fs

/S

/
Fa

+q

T=OAAF.+OBAF5=0AN—qE+OBAqE
=(@—@)AQ.E=E/\qE=q.E/\E

donc

T=prE

Application : Matérialisation des lignes de champ : les particules qui sont des

dipdles (par exemple les grains de semoule), plongé dans E, s’orientent en

dessinant les lignes de champ.
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Chapitre 3
Théoréme de Gauss :

3.1. Flux du Champ Electrique Créé par une Charge
Ponctuelle

Soit une charge g placée au point O. Le champ créé par cette charge en un point

M, a une distance OM = r est donnée par :

Rappelons les propriétés suivantes de ce

—

€r r"‘;_
champ en r_2 : 0

divE =0
rotE=0 car E estun gradient.

Circulation de E le long d’un contour (C) fermé : Cﬁ E.dl=0
(©)
Pour le calcul du flux de E 4 travers une surface fermée (S), deux cas peuvent
se présenter :
a) g n’est pas englobée par (S)

Soit dS et dS’ deux éléments de surface découpés par ’angle solide dQ issu

dD=E.dS =K Le, NdS =—K qdQ

r
de 0. Ona N g - —
d®' =E'.dS' =K—7e. .N'dS' =— K qdQ
r
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Au total //
AP, =dDO+dd' =0 = ©=0 N

|t " il =
s N o == u, 15
D’ailleurs, d’aprés le théoréme de la ‘r"-#?s; (
0 ds
: : T 7)
divergence, puisque divE =0, on peut % /
écrire également : U e

cb:jjﬁﬁzmdividr/:o
S

v
en remarquant que E est toujours défini dans le volume (V).

b) g est englobée par (S)

Dans ce cas,

—

divE = Kq div (=)
A

n’est pas défini en O.

Le théoréme de la divergence n’est donc pas applicable.

dD=E.dS =K -Le, NdS =K qdQ
r
Ona:

do' =E'.dS" =K Le, N'dS' =K qdQ
r

Au total CD:HquQ:‘m’Kq
s

1
Soit : o=" puisque K =
&, 4re,
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3.2. Théoréme de Gauss

On considére plusieurs charges ¢g;, les unes a

I’intérieur du volume V, les autres a I’extérieur. * '-w,ﬂ_%..
! "
{ * | L3 W
q . & \
* \ . Y _ 1 a
Si g; est a I’intérieur : P, —8—’ ¢ o | 4, rl
0 B l| | .
N (T _
N o (5)

Si g; est a ’extérieur : @, =0

Par conséquent, le flux du champ résultant a travers (S) n’est dii qu’aux seules

charges intérieures a I’intérieur de S':

O= ” E.dS= Z 4 (charges int érieur uniquement)
N i €

0

Intérét du théoréme de Gauss

Par rapport au calcul direct du champ E , le théoréme peut présenter des

avantages si des considérations de symétrie s’aveérent favorables : par exemple :

E L N(E.N =0) en tout point de la surface ou encore norme de £ constante.

3.3. Loi locale et loi intégrale

Soit une surface (S) fermée, contenant une charge Q répartie uniformément dans
le volume ¥ qu’elle entoure, la densité volumique étant p.
T ¢ 1 Qin
On a alors : CI):”E.dS:—”J.(V)p.dV:—t
5) € &
Cette écriture constitue la forme intégrale du théoreme de Gauss.

Le théoréme de la divergence permet d’écrire par ailleurs :

cpzﬂiﬁzmmdivi.dlf
($)

De ces relations, on déduit la forme locale suivante pour le théoréme de Gauss :
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divE = P
80

Cette deuxieme loi locale de 1’électrostatique (comme la premicre

—

E=-gradV ou rot.E=0 )présente un caractére général, elle ne fait

intervenir que le point considéré indépendamment de toute symétrie globale.

3.4. Conservation du flux le long d’un tube de champ

Un tube de champ est constitué par toutes
les lignes de champ qui s’appuient sur un
contour fermé : contour (C1) sur la figure,
qui devient (C2) un peu plus loin, dans le

sens du champ.

Si le tube compris entre (C1) et (C2) ne
contient aucune charge, ona: p =0.
Comme aucun flux ne sort de la paroi latérale du tube, on a :

Dube = O (sortant)+ O, (sortant)

- J‘J‘J‘(V)(c,%'dV:O

D’aprés Dorientation des vecteurs N, et N» , on voit que ®;(sortant) est

négatif , alors que ®,(sortant) est positif.

Si on choisit d’orienter les deux normales dans le sens de E , on peut définir
des flux ¥; et ¥> de méme signe, tels que ¥;= - ®; et ¥,= @, . On peut alors
écrire: V=Y,

qui exprime a 1’échelle globale que le flux est conservatif a travers les

différentes sections du tube.
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A Téchelle locale, en I’absence de charge, la conservation du flux de

E s’exprime simplement par : divE =0

3.5. EQUATIONS DE POISSON ET DE LAPLACE

En présence d’une densité volumique de charge, on peut écrire les deux lois

locales :
E:—grad 14
: 3 P
_ = div(—-gradV)=—
diszﬂ (—g ) &
€

Or div(grad)=V.V=A. On en déduit :

P ,
AV + . 0 (Equation de Poisson).
0
etdans levide: |AV =0 (équation de Laplace)

3.6. Conditions de passage a I’interface entre deux distributions de charges
différentes

Soit deux points M; et M, infiniment voisins du point M pris sur I’interface
séparant les deux distributions. En ces points, on a

respectivement :
E.=FE_T+E, , Nn E \‘Ul__. T 1
B 1T ~ IN o 1 R‘:.-l"'- "\II ——
Er=Ey T+E)y Ni *'11;"" M(, Py
1 3L
ou T est le vecteur unitaire porté par la tangente en i l-‘l/:.:'- - E,
S ; L|.L.

M alinterface, et N12 est le vecteur unitaire
normal a I’interface, orienté du milieu (1) vers le

milieu (2).
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On veut exprimer que la circulation de E le long du contour fermé élémentaire
(C) représenté sur la figure est nulle. En supposant que la contribution des cotés
AD et BC est négligeable devant celle des cotés AB et DC, on peut écrire :

$ E.di=0=E, AB-E,, CD avec AB=CD
(&)

on en déduit : Eir=FE»r

La composante tangentielle de E: se conserve, malgré la discontinuité de p sur
I’interface.

Supposons maintenant que 1’interface porte
une charge surfacique o.

On considere le parallélépipede élémentaire

représenté sur la figure, et on cherche a
déterminer le flux de E sortant de ce
parallélépipede.

La contribution des densités volumiques p;

et p» a ce flux étant un infiniment petit du 3°
ordre comparée a la contribution de Ia

densité surfacique o qui est du 2°¢ ordre, on peut ignorer les charges volumiques

et écrire: P= E'ES;:EZNS_EINS

(Stotale)

' e
Le théoréme de Gauss s’exprime par : P=——
0

—_— —_— G —_—
on en déduit: L£2v —Eiv ZS_NU
0

La composante normale de E subit une discontinuité proportionnelle a la densité

surfacique o. Elle ne se conserve que si I’interface ne porte pas de charges.
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Le calcul du champ E au voisinage d’un plan infini chargé, a montré que ce

— G —_—
champ est donné par E=+ 2 N1z ge part et d’autre du plan.
0
o}

On retrouve bien la discontinuité égale a L en traversant le plan chargg.
0

3.7. Exemples d’application
Exemple 1. Champ créé par un fil rectiligne infini chargé d’une densité linéique
La distribution de charge est invariante par rotation autour du fil et par
translation parallele au fil : le potentiel et le champ

ne peuvent donc dépendre des coordonnées o~

M

- = — C]-I”_, IJ
V = Fir) =t E=—gradV = —d—er G
5

4™ ,l, L

s

cylindriques ¢ et z : \\‘—__//
T
-

Le champ ¢électrique est donc radial. Pour calculer A
L.

le champ en M, on peut alors choisir comme 1T &
A

surface fermée d’intégration (S) un cylindre de
révolution autour du fil, de rayon r et de hauteur / (surface de Gauss).

Le flux sortant par les bases de (S) étant nul, on a :

(b:# E-Ef?:f[ EdS:E[] 35— Dl
(S) (S lat.) (S lat.

4 int _ &
£0 )

)Y

Le théoréme de Gauss s’écrit donc :

Le potentiel en M se déduit de E par

31

v

)



- e
E=—-gradV =— dV =-FEdr

D’ou:

A
V=—[Edr=— Inr 4 cte
2TEQ

Les lignes de champ sont des droites radiales, et les surfaces équipotentielles des
cylindres coaxiaux, de révolution autour du fil.
Notez qu’il n’est pas possible ici de choisir la constante de sorte que le potentiel

soit nul a I’infini : ceci est di a la présence de charges a I’infini.

Exemple 2. Champ créé par une sphere chargée d 'une densité volumique p
uniforme

Le calcul était limité a un point M a I’extérieur de la sphere. 1l s’agit ici de
I’étendre a tout point de I’espace.

Par suite de la symétrie sphérique, on peut considérer que V' = V(r ) et par

conséquent que E=—gradV = —(d%r)gr est radial d’une part, et ne dépend
que de r d’autre part.
1) Champ a I’extérieur : OM >R
Soit (S1) la surface de Gauss passant par le

point M extérieur (sphere de rayon r).

Ona:
\# Ee};[ dS = Eexrﬁ dg = ‘471—1‘215-33[
(S1)
gt _ 4 R
T g
“‘0 3 C.O - -

Le théoréme de Gauss donne donc :
” 4 R3 " R . KO
477?"‘Eext = =T—p = Eex‘[ =p = =
3 &g 3egr- &
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Expression déja trouvée par le calcul direct.

2) Champ a 'intérieur : OP<R
Soit (§2) la surface de Gauss passant par le point P intérieur (sphere de

rayon r). On a encore :

= C| = 0
Le théoréme de Gauss donne cette fois :
" g A
q 4 ¥
drr< Eing = ;WT!’J’
=) = H _______________

2 P f 3e, i

Eint = —; i

) o 0 :

0 R

D’ou la variation de E en fonction de » représentée sur la figure.

3) Calcul du potentiel

Le champ E étant radial, dV =— E.dr=—Edr A I’extérieur, on a :

pRS dr pR3 )
Vext=—fEextd?‘=_g‘ = g
S r=  3eor

Lorsque /' — O© V—s0 — C; =0.
A Dintérieur :
i}.".ll.
s R?
Vint = — | Eime dr Hens
0
= —Lff‘ dr p ! .
3:.[] ic'[] |
352 :
6&"0 I-.
i

0

—
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La continuité de V' a la surface de la sphére donne :

3 2
pR- PR
3e0R 6eg = 2= 2e,

R2 ?‘2
Vois =f—— | 1 —
s fzfo 3R2

Finalement :
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Chapitre 4 :

Conducteurs en équilibre

4.1. Loi de conservation de la charge

Les conducteurs sont des milieux dans lesquels existent des charges libres
(positives ou négatives) pouvant €tre mises en mouvement sous 1’action d’un
champ ¢électrique.

Parmi les conducteurs, on peut citer les métaux, les semiconducteurs, les
¢lectrolytes (Un électrolyte est une substance conductrice, car elle contient des
ions mobiles) ou encore les gaz ionisés.

A Dintérieur d’un systéme isolé constitué par plusieurs conducteurs, des
déplacements de charges peuvent s’opérer :

— par frottement de corps non chargés préalablement (précédemment),

— par contact de deux corps, si I’'un des deux corps ou les deux sont chargés
initialement,

— par I’influence de corps chargés sur un corps isolé placé en leur voisinage.
Enoncé de la loi

Dans un systeme isolé, la charge €lectrique se conserve :

2.4=0

Par exemple, un atome non ionis€¢ se comporte comme une particule

¢lectriquement neutre.

4.2. Corps conducteurs et corps isolants

Un corps quelconque, isolé, contient un certain nombre de porteurs de charges :
ce sont les protons liés aux noyaux des atomes et les électrons qui gravitent
autour des noyaux.

Lorsque certains ¢électrons sont « libres », c’est-a-dire trés faiblement liés a leurs

atomes d’origine, ils constituent un « gaz d’électrons » susceptible de se
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déplacer sous I’action d’un champ électrique E et d’acquérir une vitesse
moyenne : <V>=llE

Ou u est la mobilité des porteurs libres. Ainsi, dans les métaux, on admet qu’en
moyenne un électron se trouve libéré pour chaque atome, le nombre d’atomes
par cm® étant de I'ordre de 10%. Les isolants ou diélectriques peuvent étre
définis grossiérement comme des corps ne possédant pratiquement pas de
charges libres. Il en résulte une conductivité tres faible, ce qui correspond a une

résistance tres élevée.

4.3 Equilibre électrostatique :

Théoréme de coulomb

On définit la condition d’équilibre d’un conducteur comme impliquant

I’immobilité des charges contenues a 1’intérieur de ce conducteur.

Cela a pour conséquence qu’en tout point intérieur au corps, le champ Eint est

nul.

int

L’équation locale : div Eine = .
0

Entraine que I’équilibre s’exprime finalement par :

—_—

En =0 P =0

Il ne peut y avoir de charges libres a ’intérieur d’un conducteur en équilibre et
le champ ¢électrique a [’intérieur y est toujours nul.

Deux cas peuvent se présenter suivant que le corps est neutre ou chargé.

Corps conducteur neutre
p... =0(envolume) o =0(en surface)

Ona: — —
En=0 = V, =cte=V,
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- Le volume occupé par la matiére conductrice est un
volume équipotentiel, et la surface qui le limite est au

méme potentiel.

_ gradV, =0 = AV, =0

int int
L’¢équation de Laplace, valable dans 1’espace vide ou p =0,
est donc applicable aux conducteurs en équilibre.

- A T’extérieur du corps, le théoréme de Gauss

—

entraine que Eex =0

Corps conducteur chargé

La condition d’équilibre des porteurs de charge entraine toujours :

Em=0 don p.=¢, divE=0 d’une part et V,, =cte=V, d’autre part.

La charge ne peut se répartir que sur la surface, celle-ci est une surface
équipotentielle.

Les conditions de passage du champ E =02 travers la surface donnent :

a) Erex=Erin=0

Par conséquent, au voisinage de la surface, £ ne

peut étre que normal a la surface.

b) (Eext _Eint )N:g

€y

ou N est le vecteur unitaire de la normale
sortante.

Comme Ent=0 ona:

—_—

Eext zg N (*)
80

Si o > 0, le champ est dirigé vers I’extérieur,
si o <0, 1l est dirigé vers I’intérieur.

37



Cette relation, qui traduit que les lignes de champ sont normales a la surface du
conducteur, constitue le théoréme de Coulomb.
e Conséquences
— Dans le cas d’un conducteur sphérique chargé, le champ sur la surface a
pour expression :
E-—2 .,
drg, r

comme si la charge Q était placée au centre de la sphere.

— Comme o= 2 QRZ , on en déduit que, pour une charge O donnée, la densité
T

surfacique o est d’autant plus €levée que le rayon de courbure est petit (pouvoir

des pointes : sur une pointe, o et par conséquent le champ £ peuvent atteindre

des valeurs trés élevées).

4.4. Pression ¢lectrostatique

Soit dS un ¢élément de surface sur un conducteur chargé N
d’une densité surfacique o. ,--1 =

Le théoréme de Gauss appliqué au cylindre élémentaire

indiqué sur la figure donne :

\ o
cdS S
E dS+E dS= a4 dS
g E, 1_
0 -

—A

Le champ extérieur créé par I’élément dS seul est donc : —)
— O — 20 I: dS

Ei=——N 1
2¢,

Or le champ extérieur au voisinage de dS pris sur le conducteur chargé est

E=2N

selon (*) c
0
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On en déduit que le champ créé par le reste du conducteur (conducteur privé de

_ —

— G —
. E)2=FE-FE=——N
dS) est : 2 ! 26,

L’¢lément ¢ dS « ne voyant pas » son propre champ, ne subit que 1’action du

champ E: .1l en résulte une force :

2
dF=cdSE,=2—dSN
2¢,

On peut ainsi définir une pression électrostatique s’exercant en tout point de la

surface du conducteur chargé :

_dF_o”

P=as  2e,
1 o
Ou encore PZ_%E2 avec £=—
2 £,

ou E est la norme du champ a la surface du conducteur.

dF est toujours normale a la surface du conducteur, et dirigée vers I’extérieur,

quel que soit le signe de la charge.

4.5. Influence de deux conducteurs chargés.
Théoréme de Faraday

4.5.1 Influence partielle

Soit deux conducteurs (C;) et (C3). On suppose

que, initialement (C;) est chargé avec une

densité o; > 0, et C, est neutre.

Dés que I’on approche (C;) de (C,), il apparait

sur la surface de (C;) : une densité de charge

o> < 0 sur la partie faisant face a (Cy) et une

densité ¢/, > 0 sur la partie opposée. Les densités sont de signes contraires pour
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assurer la neutralité de (C;). Les lignes de champ ont l’allure indiquée sur la
figure : elles partent de (C)) perpendiculaires a la surface et aboutissent a (C,)
¢galement perpendiculaires a la surface.

On considere le tube de champ de section dS) sur (C)) : il va délimiter sur (C,)
une section dS,. Le flux sortant de ce tube est nul, car aucun flux ne sort de la
paroi latérale (E tangent a la paroi) ni des calottes dS;, dS> (E nul a I’intérieur
des conducteurs).

Le théoréme de Gauss appliqué a ce tube donne :

B 250 2l

(tube) 80
soit: D¢, =0,dS, +0,dS,=0

Les charges o1 dS) et o, dS, qui se font face sur deux ¢léments de surface
correspondants sont égales et opposées (théoreme de Faraday).
L’influence est dite partielle car seule une partie des lignes de champ issues de

(Cy) aboutit a (C»).

4.5.2 Influence totale

Si I'un des deux corps (C, par exemple) entoure
totalement 1’autre, il y a correspondance totale
entre les charges de la surface (S)) de (C)) et la
surface interne (S,) de (C»).

On peut alors écrire :

0= c,dS, =- )02 das,

(S1) (S

Les charges globales portées par les deux surfaces
en regard sont égales et opposées.

On peut donc résumer la situation de la manicre suivante :
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— dans la partie massive de (C)) : E =0

— sur la surface de (C) : charge Q; > 0 créant E> ,

— sur la surface interne de (C,) : charge —Q,

—_ -

— dans la partie massive de (C,) : E=0,

— sur la surface externe de (C,) : apparition de la charge +Q; pour assurer la
neutralité de (C,) (si I’on suppose (C2) neutre au départ),

— a ’extérieur des deux conducteurs : le champ Eeu est celui créé par la seule

charge Q) portée par la surface externe de (C»).

4.6. Capacité d’un conducteur unique

Soit un conducteur porté au potentiel V. Il apparait alors sur sa surface, une

charge ¢ définie par :

q= (S)GdS

Si le potentiel devient Vi, puis V,, puis V3, la charge devient g1, g2, g3. Les

relations charge-potentiel étant linéaires (par exemple,

i -

s aeviaf] AV =—F L : o /F

I’équation locale - est linéaire car si on multiplie p L

0

par un facteur A4, le potentiel sera lui aussi multiplié¢ par 4), on _li (S)

peut écrire : V
9 9 _49_4_c VL
Vn n n

Le coefficient de proportionnalité C, indépendant de ¢

et de V, est appelé la capacité du corps conducteur. Il

se mesure en farad (F), si g est en coulomb et V' en ESJ/

volt.
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Exemple .
Capacité d’une sphere conductrice de rayon R Supposons que la spheére est
portée au potentiel VS :

au point P,on a:

_>: Q 5 2;’ 5 V:K—Q
(OP) oprP
et sur la surface :
K
Vs :—Q
R
L c. 2 _R
On en déduit, avec K = 1/4ng : V. K

Soit : |C = 47T80R

4.7. Systéme de n conducteurs en équilibre

Pour simplifier, on se limite a un systéeme de
trois conducteurs. Il s’agit de trouver les
relations entre les charges et les potentiels V)
des différents conducteurs. Pour cela, on
définit trois états d’équilibre auxquels on
applique ensuite le principe de superposition.

-1°" état : conducteur n° 1 au potentiel V; > 0

par exemple, les autres au potentiel 0.
-2¢ état : conducteur n° 2 au potentiel V>, les autres au potentiel 0.

-3¢ état : conducteur n° 3 au potentiel V3, les autres au potentiel 0.

1" état : O, 021, O31 €tant les charges portées respectivement par les
conducteurs 1, 2, 3,

ona:

On=Ccnh Ci1>0
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On=Cnl
Oi=Ci3ly
|C12 +C13| < Cy; (influence partielle)
2e état : Or = Cy Vs

Ci2 <0 car charge 01,< 0
C13< 0 car charge 013 <0

avee

On=Cnl,

O3 =CxV;

3¢ état : Oy = Ca1 Vs

O3 =Cnls

O3 = G335

Superposition des potentiels :
Vi+0+0=71,
0+1+0=71,

0+0+ 3=V

Superposition des charges :
O =CnuVi+Cpl2+Ci3l;
Or=Cy V1 + CuVa+ Cy3ls
Oy =Cu Vi + GV + Gis);

La relation entre charges et potentiels est une relation matricielle. La matrice C

ainsi définie, soit :

Cl 3
C23
CS 3

Constitue la matrice des coefficients d’influence du systéme des trois

conducteurs. On peut généraliser la relation entre les charges et les potentiels a

un systeme de n conducteurs. Sous forme matricielle, cette relation s’écrit :

[0:1=[Ci; 1V ]

ou les indices i et j varient entre 1 et n. Cette écriture signifie que, pour chaque

valeur de 7, il faut sommer cette expression sur j.
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Propriétés de la matrice C :

— elle est symétrique : C;; = Cj; (identité de Gauss),

— les termes diagonaux sont positifs : C;; > 0, ils constituent les coefficients de
capacité,

— les termes non diagonaux sont négatifs : C;; < 0, ce sont les coefficients

d’influence.

* Cas particulier d’un systeme de deux conducteurs en influence totale :

Ona:Q,=Cpli+Cph,

O =CyV1+ CuV, avee Gy =Chz

Si le corps (2) entoure le corps (1), ’influence est totale, on
a alors :

Oy =01 = CVi + Culy ==CinVy = Cioba

quels que soient Vet V.

On en déduit :

Cii=Cpn=—"Cn

En posant Cj; = C, on peut écrire :
1=C(V1 — 1)

O,=C(", =1y

Le systéme constitue un condensateur et C représente sa capacité.

4.8. Capacité d’un condensateur
A partir de la relation de Q) et O, , soit :

0 _ -0
h-v, V,-N

on voit que la connaissance de la charge O (ou (,) et de la différence de
potentiel (d.d.p.) (V1 — V) permet de déterminer la
capacit¢ C du condensateur. Lorsque des

considérations de symétrie permettent d’appliquer le
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théoréme de Gauss, le calcul de la capacité C peut se faire tres aisément.

*Condensateur sphérique

Les deux armatures du condensateur sont deux sphéres concentriques de rayons
R1 et R2.
Pour un point M, situé entre les deux armatures et tel que OM = r, on peut écrire:

E=x%e,
r

dV=-FEdr = V:Kg+Cte
r

La d.d.p. entre les deux armatures est donc :

1 1
noheRo {E &
1 2
c-_ @
et comme “~ — V_V il vient :
1~ "2
RR
C=4reg, —1 2
2 Y
* Condensateur cylindrique
Les armatures sont constituées par deux cylindres coaxiaux. = | -
Entre ces deux armatures, le théoréme de Gauss permet % e o }
Yol ™) " et
d’écrire: : 3.
] | 1 | ]
- 1 - I i i h’
E27rrh=g:>E=Ler | -
g 2ne,rh BN
0 0 1o ry
.‘Ll._-:"__:— 2
On en déduit : s
_—
R,
I
o 0, J'RZ dr _ 0, In R, R,
1 2= ‘
2me,h

Ry _27T80h R1

D’ou la capacité :
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O 2mgyh

hv, R

1

*Condensateur plan

Les armatures sont constituées par deux plans parall¢les de surface S, distants de

e.

Supposons que la premiére est chargée

n

positivement d’une densit¢ +o et la F’L

deuxieme négativement d’une densité —o.

Entre les deux armatures, on a :

—_— _ G —
Er= e U12 pour la 1re armature,
0
FreC n
2= e U2t pour la deuxi¢me.
0
Y~ — G-
Le champ total est donc : E=E1+Ez—g—u12
0
c.e e
On en déduit : Vi-V,=F.e=—=—"
&, £,
o C= Q1 :EOS
D’ou: Vv, .

4.9. Association de condensateurs

La charge Q se conserve : toutes les armatures de
rang impair portent la méme charge +Q, toutes
les armatures de rang pair la méme charge —Q :
0=CVn=CGVy3 =Gl

Les d.d.p. s’ajoutent pour donner V':

Vio+ Vs + V=V
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On en déduit :

0 0.9 Q

—+ —+—=V==
C, C, G C

La capacité équivalente est donc donnée par :

1
C

1 1 1
¢ G G

4.9.2 Association en parallele

La d.d.p. se conserve ; elle est commune a tous les condensateurs :

O=ar ) ) )
0,=CV V _:: :’: _::
Q3 — C3 V l("1 ("2 (-';3

Les charges se répartissent différemment, I’ensemble donnant la charge O = CV.
On en déduit :
ClV+GCV+GV=CV

D’ou la capacité équivalente :

C=C,+C, +C,

Exemple

Une sphere métallique (S1) de rayon R1 =9 cm porte la charge positive
0:=10-8C.

1) Quels sont la capacité C; et le potentiel V| de (S1) ?

2) On relie (S1) a une autre sphere métallique (S,) de rayon R, = 1 cm, par

un fil conducteur long et fin. (S,) est suffisamment éloigné de (S}) pour

négliger I’influence mutuelle de (S)) et (S2). Les charges superficielles sur

le fil fin sont supposées négligeables.
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-Calculer, a I’équilibre, les charges O, et O, portées par les deux sphéres et la

valeur du champ électrique au voisinage de chaque sphere.
Solution

1) On a successivement :

R, . O o
S t Ix TN el PR * ool
- | =K

C' = 4meg Ry = i R
-1 1

AN : C1 =10"1'F = 10pF et Vi =100V=1kV
2) La charge O, va se répartir sur les deux sphéres de facon qu’a 1’équilibre le
potentiel soit le méme sur les deux spheres.

On a donc :

V/:V/jgl/zgézgl/—l_Qé
' " 7R R, R +R,

.. . / /
avec la condition de conservation de la charge : 0,=0 +0,
Par conséquent :

R, R,

= ) EL O'fj: =
R1+R3£1 e R1+R:Ql

0
On en déduit les normes des champs ¢électriques :

] IT/I rj I; R
EizK%zil e e A O
RI Ri1 + R =

AN :
0,=09.10%C; ©,=01.10"°C
B =10tV E,=9 10"V .ni?

On retrouve le résultat énoncé dans le cours : prés d’un conducteur de faible

rayon de courbure le champ é€lectrique est plus intense (pouvoir des pointes).
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Chapitre 5

Electrocinétique

5.1. Les charges mobiles

Les charges étudiées en électrostatique sont des charges immobiles. Qu’elles
soient liées a 1’atome ou qu’elles soient « libres », 1’équilibre électrostatique

implique qu’elles restent fixes. Quand on veut étudier les charges mobiles, on
doit introduire un autre champ, le champ magnétique B et aussi une densité de

courant jrendant compte du déplacement des charges. Relier cette densité de

—

courant j en un point d’un conducteur, au champ électrique £ en ce point,

constitue le but de 1’€lectrocinétique.

5.2. Courant électrique

5.2.1 Vecteur densité de courant
Sous I’action d’un champ électrique E', chaque électron acquiert une vitesse. En
désignant par Vv, la vitesse moyenne de 1’ensemble des électrons (on dit aussi

vitesse d’entrainement ou de dérive), et par p la charge volumique du milieu, on

définit le vecteur de courant en tout point du milieu par :

j=pV

ou encore, puisque p = —ne ou n est le nombre d’¢électrons par unité de volume

et e la valeur absolue de la charge de 1’¢lectron :

= - T o o~
j=—nev f X 2/
I | : ﬂ’r
5.2.2 L’intensité du courant électrique | I| | 7
— I', F .l'.‘ 1
Soit @ le flux de J a travers une surface (S) orientée ) A

(s’appuyant sur un contour (C) orienté).
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Ona:
o= j.dS
(S)] e
‘I'!I

Le flux élémentaire j.dS=pv.dS

o ___..-""-r..".‘l
c’est aussi la charge qui traverse dS pendant T Q r/l
d. =

I’unité de temps.

On peut donc écrire :

Définissant ainsi 1’intensité du courant qui traverse (S), laquelle s’exprime en

ampére (A): 1A=1C.s™.

5.2.3 Lignes et tube de courant

Une ligne de courant est définie comme une ligne tangente J o

en tout point au vecteur densité de courant J . ' s, WSS

Un tube de courant est formé par I’ensemble des lignes de i
courant s’appuyant sur un contour fermé (C). K.\—i__ —

Ses génératrices sont donc tangentes 4 J en tout point.

5.2.4 Différentes formes de conducteurs
a) Conducteurs filiformes
Si la section S d’un conducteur est constante et trés petite devant sa longueur, on

admet que le vecteur densité de courant est uniforme :

/

J :g s’exprime en A .m 2
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b) Conducteurs massifs cylindriques

Ona: 1= (S)J-dS

/

Si J est uniforme, on a encore : J ZE s’exprime en A .m™

¢) Nappe de courant

C’est le cas d’un ruban mince ou d’une couche mince. On définit alors une

densité surfacique de courant (exprimée en A. m™") donnée par :

—
.

J, =0V

ou o est la charge libre surfacique. En introduisant la ligne

—

AB, perpendiculaire en tout point & J, , l’intensité¢ du

courant le long de la nappe est :

1= j,.Ndl=| jdl

—

Si J, est uniforme, ona:

5.3. Equation de continuité

Soit S une surface fermée entourant un volume 7 d’un
conducteur. Supposons que la charge volumique p soit une
fonction de temps. Pendant un intervalle de temps dt, la

variation de charge qui en résulte dans un volume élémentaire

dz, s’écrit :
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dq :a—pdt dt
ot

d’ou la variation de charge pour le volume 7 :

j P ardr
© ot

Par ailleurs, I’intensité du courant traversant un élément de surface dS est:
dl=7.dS =j.NdS
ol N est le vecteur unitaire de la normale sortante. La charge totale transférée

pendant le méme intervalle de temps est donc :
/ AT
=dt[ j.NdS
q ) J
ce qui s’€crit, d’apres le théoréme d’Ostrograsky :
q' =dtj( : div}'dr
La loi de conservation de la charge pour un systéme isolé entraine que :
g+q' =0

Soit :

[ a—pdT+I div jdr =0
© Ot (r)

Cela étant vrai pour tout volume (1), on en déduit que :

dlv} +— o =0
ot

Cette équation constitue I’équation de continuité, qui régit tout phénomene de
transfert de charges. Elle traduit 1’idée que dans un circuit, il ne peut y avoir
d’accumulation de charges, ni de courant : c’est la formulation locale de la loi de

conservation de la charge ¢€lectrique.
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* Cas particulier d’un régime stationnaire

Un régime est dit stationnaire (ou permanent) si la distribution des charges et

des courants est indépendante du temps. Par conséquent :

0

% _,

ot
Autrement dit, la charge contenue dans le volume dr est renouvelée par le
passage du courant, sans aucune variation de la charge volumique. C’est le cas

du courant continu.
L’équation de continuité se réduit alors a : divj=0

Il en résulte que :
jS j.NdS=0

Cette équation exprime que le flux de j est conservatif.

En d’autres termes :

— I’intensité du courant se conserve a travers un tube de /}0 j"

courant. (5)) et (S,) étant deux sections différentes du (S m__;_

tube, on a :
I(Sl):[(SZ)

— A un noeud de circuit, la somme des courants algébriques (par

exemple positifs s’ils arrivent, négatifs s’ils partent) est nulle :

Z]K =0 (loi des noeuds)
K
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5.4. Conductivité électrique : loi d’ohm locale

Il s’agit d’exprimer la densité de courant } dans un conducteur, en fonction du
champ appliqué E, en partant tout simplement du principe fondamental de la
dynamique appliqué a une particule de charge g et de masse m.

On suppose la variation de £ au cours du temps nulle ou faible en chaque point

du conducteur (régime stationnaire ou quasi stationnaire).

5.4.1 Premier modéle

Visiblement, cette vitesse (et par conséquent J ) tend vers I’infini au cours du
temps, ce qui ne peut €tre satisfaisant. La solution consiste a envisager les «
chocs » multiples que subit la charge ¢ dans son mouvement, notamment sur les

atomes du réseau cristallin.

Tout d’abord, la vitesse initiale ¥, étant aléatoire, sa valeur moyenne Voest
nulle. En désignant par 7 le temps moyen séparant deux chocs successifs, la

vitesse de dérive s’écrit :

- =\ qE
v=<V>=—q T
m
On en déduit :
2
j=pv="1 2 E
m

Puisque p =ng oun est le nombre de charges par unité de volume.

La relation cherchée s’écrit :
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ou :

o est la conductivité électrique du matériau, elle s’exprime en siemens par metre

(S .m).

La loi j=0 E constitue la loi d’Ohm dans sa forme locale, valable en tout point

du conducteur.

5.4.2 Second modéle

Il consiste a introduire I’effet des chocs par I’'intermédiaire d’une force de

frottement opposée a la vitesse de dérive et de la forme :

— my
f--=
T

Dans ce cas, la loi fondamentale de la dynamique s’€écrit :
dv mv —
m—+—=qFE

dt 7

dont la solution est :
— ’z' —_— —
v:—q E+ve
m

Au bout d’un temps suffisant, la charge « relaxe » vers le régime permanent, ou

I’'ona:

9T
m



5.4.3 La mobilité des porteurs

La mobilité u est définie par la relation :

v=uk
et comme
T —
pH=q—E
m
ona:
_9t_O0
m nq

La mobilité définie ainsi est une grandeur algébrique, qui a le méme signe de la

charge g. Elle s’exprime en m? .V s,

5.4.4 Résistivité électrique

La résistivité p est définie comme 1’inverse de la conductivité :

11
ped o1
o nlqpul

elle s’exprime en Q. m.
5.4.5 Ordres de grandeurs

Pour le cuivre a 20 °C,on a :
p=17210%Q m =0=528.100 Q. m!
En prenant n = 10?° électrons/m>, on trouve :

om  58-107 x9,1-10731 _14
= g 2 2-107 S
ne- 105 3¢ (1. 6+ 10 -1)

—
/

Si on adopte la valeur de la vitesse v calculée au paragraphe 5.2, soit

v=7,5.10"*m.s”!, on obtient pour la mobilité :
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er 16-100P x2.10714
m 9.1.10-31

~35.107m? . v 1.1 =35cm?.v-1.471

Dans le cas du silicium a 20 °C, les mobilités des électrons et des trous sont
respectivement :

u,=—1700cm*> V"5

u,=250cm*> V"5
Les expressions précédentes montrent que la conductivité ¢ dépend a la fois de
la mobilité u et du nombre n de porteurs par unité de volume.
A Tlinverse des conducteurs, les semi-conducteurs intrinséques ont une
conductivité ¢ qui augmente avec la température. A T =0 °K, cette conductivité
est nulle.

Dans le cas des matériaux supraconducteurs, la conductivité devient infinie a des

températures trés basses (T < 7 °K pour le plomb).

5.5. Résistance électrique :

Loi d’Ohm macroscopique

Considérons un conducteur limité par deux = i *‘\}

. . N [ (S,) -)[3
sections (S4) et (Sp), portées respectivement 4 ,'f‘: (54) __BLi ”_lﬂ.h )
aux potentiels Vet Vp, grace a un générateur ,_,f’f

("
(G) fermant le circuit. \\__[T______-

On peut écrire :

o pa Ja
Vi-Vy=], Edi=] < dl

En régime stationnaire on peut définir la densité de courant en un point comme :
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ou / est I’intensité du courant et S 1’aire de la section droite du conducteur en ce
point.
On a donc :
Ji dl
V,-V,=—[ =
o Y48 S

En introduisant la résistance R du conducteur donnée par :

R=—
o

1 I dl
4B S
qui s’exprime en ohms (£2) on obtient :

V,-V,=RI

qui constitue la loi d’Ohm macroscopique.

Il convient de bien noter les conventions adoptées pour définir les signes des
courants et des d.d.p.

Si V4 > Vj, I entre par 4 et sort par B ; on €crit :

VAB: VA— VBZR]

Si V4 < V3, I entre par B et sort par A. Il convient d’écrire :

VAB:VA_VB:-RI

v

ap=—RI

5.6. Association de résistances

5.6.1 Résistances en série

Ona:
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VA_ VB:R1[+RQI:(R1+R2)[

Résistance équivalente : R=R; + R,

R=)> R,
k

5.6.2 Résistances en paralléle

Ona:

Vi=Ve=RiL=R,

=R, + 1)

Par conséquent :

D’ou:

R _ 1 R I,
R I +1, R, I, +1,
R R I 1 1
—+—=1 et —=—+—
R R, R R R,

1 1
k3R

5.7. Role du générateur : force électromotrice

Soit un générateur (G), appliquant une d.d.p. V,— Vz >0

aux bornes d’un conducteur 4B.

En régime stationnaire ou quasi stationnaire, on a

div j =0 en tous les points du circuit, y compris dans le

générateur, et les lignes de champ sont des courbes

fermées.

Si le conducteur était fermé sur lui-méme, on aurait :

Soit :
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@E.E:O puisque E=—gradV

C].DL.E:O ce qui entrainerait ;:6
o

C’est la circulation de ce champ En dans le générateur qui assure la d.d.p.
Vi—Vs.
Cette circulation est appelée force électromotrice e du générateur (f.é.m.), bien

qu’elle ait les dimensions d’un potentiel. On a :

e=[ En.di=V,~V,

Le champ E,, peut avoir des origines chimiques (piles et accumulateurs) ou

magnétiques (f.é.m. induite).

5.8. Les lois de kirchhoff

* Premiére loi

En un noeud d’un circuit, la somme algébrique des courants est nulle.

Zlk =0  loi des noeuds
k

Cette loi, déja énoncée au paragraphe 5.3, pour illustrer I’équation de continuité,
nécessite d’adopter une convention de signe pour les courants (par exemple

positifs s’ils arrivent au noeud, négatifs s’ils en partent).

*Deuxieme loi

Pour une maille d’un circuit, la somme algébrique des f.é.m. est égale a la

somme algébrique des produits R/.

Zek —ZRk 1. =0 (loi des mailles)
k k
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Convention adoptée : on choisit un sens positif de courant a priori. Les courants
qui vont dans ce sens sont pris positifs, les autres sont pris négatifs. Les f.¢.m.
sont considérées comme positives lorsque le courant sort par la borne (+) et

négatives dans le cas contraire.

Exemple :

Calcul de courants dans un réseau A 5 <

On considere le circuit de la figure.

[§+]
I

Déterminer les courants /;, I», I3, respectivement C > I L1
dans les branches 4B, CD, EF. I R,
On se donne arbitrairement les sens de courant E < L

indiqués sur la figure.
Loi des noeuds en C :

L=5L+15h
Maille CDFEC :

ext Ry L+R: =0
Maille CDBAC :

—eo—RyhL+e =0

La résolution de ce systeme de 3 équations a 3 inconnues /i, I», /5 donne :

(R,+R,)e,— R, e,

A partir de ces expressions, connaissant les valeurs numériques des f.€.m. et des

résistances, on peut alors déterminer les véritables orientations des courants.
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5.9. Aspect énergétique : loi de joule

Pour un conducteur 4B, de résistance R, occupant le volume (D), traversé par un

courant /,on a :

_‘_E-'_‘;"’_“‘nll
-

1 . _.-v-’J

— B

Ainsi, quelle que soit la forme du conducteur, on retrouve 1’expression bien

connue de la loi de Joule :

P=(V,-V,)I=RI’
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Chapitre 6

Electromagnétisme

6.1 Introduction

La force agissant sur une charge ponctuelle g dépend généralement non
seulement de la position de cette charge mais également de sa vitesse v. Cette
force F est décomposée en deux composantes, la composante électrique F. (qui
ne dépend pas de la vitesse de la charge) et la composante magnétique F. (qui
dépend de la vitesse de la charge). Toutes les propriétés de la force magnétique

peuvent étre décrites par I’introduction de la notion de champ magnétique noté

usuellement B qui s’exprime en tesla (T). La force magnétique F'» est décrite

par :
Fn=qvAB
La force résultante agissant sur la particule chargée est appelée force de

Lorentz; elle s’écrit :

F=F.+Fun=q| E+vAB|
Cette définition est universelle, elle s’applique aussi bien pour les champs
stationnaires que pour les champs dépendant du temps et quelle que soit la

vitesse Vv . Dans 1’approximation non relativiste la force de Lorentz comme

toute autre force, ne dépend pas du référentiel d’inertie choisi. Par contre sa
décomposition en composante électrique et composante magnétique n’a de
signification que si le référentiel d’inertie utilisé est explicitement défini.

L’expression de la force de Lorentz peut étre considérée comme la définition du
champ électrique E et du champ magnétique B . Le champ magnétique B ,

contrairement au champ électrique E , n’exerce aucune force sur une charge
immobile.
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6. 2 Le champ magnétique

Les expériences montrent que le champ magnétique est créé par des particules
chargées en mouvement (courants électriques).
Le champ magnétostatique B obéit a deux lois :

—_—

1. Le champ magnétique B créé par un courant / est donné par le théoréme

d’Ampere :
@r B.di= Uy 1
ou I' estune courbe fermée quelconque traversée par le courant électrique 1.
H,=47. 107 Hm™

est la perméabilité magnétique du vide. Si le courant / correspond a une

distribution de charges ¢€lectriques mobiles définissant un vecteur densité de
courant j , alors le courant / encerclé par la boucle fermée I' est le flux de a

travers une surface quelconque délimitée par I :
1=[[ j.ds
S J
Le théoréme d’ampere s’écrit alors :
qSFB.dZ:uO jjsj.ds
En tenant compte du théoréme de Stokes :
¢ B.di=[[VAB.dS

on obtient

jj VAB.dS=pu, HS}'.dE

Cette égalité étant vraie quelle que soit la surface S, on obtient la forme locale

du théoréeme d’Ampére qui s’écrit :
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—_—  —

VAB= Hy ;
6.3 Loi de Biot-Savart

Cette loi permet de calculer le champ B créé par un courant I dans un fil, on

a.

ou dl  est I’élément du fil dans le sens du courant, r est le vecteur dirigé de

I’élément d/ vers le point ou on calcule le champ, U, est le vecteur unitaire
dirigé suivant r , r est la norme de r. L’intégrale se fait sur toute la longueur du

fil.

6. 4 Dipole magnétique
Un petit circuit fermé, de dimensions trés petites par rapport a la distance au
point d’observation, parcouru par un courant I, constitue un dipole magnétique,

une spire circulaire de rayon b par exemple.

Le nom dipdle provient de 1’analogue avec le dipdle électrique. En effet , le
champ magnétique créé par ce circuit a une distance tres grande a la méme
forme que le champ électrostatique du a un dipdle ¢électrique (exemple de deux

charges +q et —q séparées par une petite distance d ) ou il faut remplacer le

moment dipolaire électrique p par le moment dipolaire magnétique m défini de

la maniére suivante :

6. 4. 1 Moment magnétique 772 d’un dipole

Le moment magnétique d’un dipdle est une caractéristique d’un circuit. Il
contient les parametres dont va dépendre le champ magnétique créé par le

circuit. On peut dire que le moment magnétique créé le champ magnétique. Pour

N —

un circuit il suffit donc de connaitre 7 pour connaitre le champ. Le moment m
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est une quantité trés importante et qui reviendra tout au long de ce cours de

magnétisme.

Dans le cas général on définit le moment magnétique 7 d’un dipéle par :

%zzicm(m?@(r/)drf

Ou 1’ désigne la position de 1’élément dV de la source. La densité de courant ;

Peut dépendre de la position a I’intérieur du volume V.

Dans le cas d’un fil conducteur parcouru par un courant I, limitant une surface
(S) de forme quelconque, se réduit a :

— IS-
m=—n
c

ou 7 est la normale a la surface (S); le sens de n est donné par la regle du

pouce et des doigts de la main droite (quand les doigts sont dans la direction du

courant, le pouce indique le sens de 7).

6. 4. 2 Potentiel et champ créés par un dipole magnétique

Quand on est a une distance loin du dipo6le, le champ créé par celui-ci dépend du

moment 7 et de la distance au point ou on calcule le champ.

Le potentiel A est donné par

Le champ B et donné par
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Ou r est le vecteur (de module de r) dirigé du centre du dipdle au point ou en

—_—

calcule le champ, U, est le vecteur unitaire suivant 7.

Exemple d’application

On considere une spire circulaire de rayon b, parcourue par un courant constant

I ; le centre de la spire est situé au point (0,0,z).

-Calculer le champ magnétique B créé par la spire au point P(0,0,z) su la figure

ci-dessous

Solution :

Application la loi de Biot et Savart. On a

di=dlUp=dl(-singi+cosp) avec dl=bdg

D’autre part, on a :
r=—bU,+(z-2)k

;z—b(cos g0;+ sin qo}')+(z—z/)l;



diAU, zbd—(o[(z—z/)cosgo; +(z—z/)sing0}'+bl;]
r

avec r:\/bz +(Z_Z/)2

I’intégrale se fait de 0 @ 27T L’intégrale sur sin@ ef cosg est nulle ; d’ou

le champ B
— [ b’ de-
B==[ """k
c*0 r
Ce qui donne
27 b’
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