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CHAPITRE 1

Séries numeériques

Lorsque l'on étudie une suite de nombres réels ou complexes (uy), ¢ ;y il
est naturel de sommer les n premiers termes et de voir si cette nouvelle suite a
elle méme une limite ou non. On a ainsi la notion de série.

Somme d’une série

Soit donnée une suite de nombres réels ou complexes (uy),, ¢ ;y-A partir
de cette suite, on définit une nouvelle suite (S,),, « ; en posant :
n
Sn:ZUk:ul+uQ+u3+ ....... + up
k=1
On s’intéresse alors au cas ou les sommes partielles forment une suite con-

vergente.Si la série est convergente, la suite (S,), ¢ ;5 converge donc vers

0.
Conditions nécessaires de convergence
Le meilleur exemple est donné par la série harmonique dont le terme
général est le suivant
1

Up=—
n

avec comme somme partielle d’ordre n :

Expérimentation : On utilise une calculatrice pour évaluer les premiéres
sommes partielles.On constate que la suite est croissante avec un croissance

assez lente.Mais on fait une grosse erreur d’appréciation en supposant que la

série est convergente.



valeur de n | valeur de S, | valeur de n | valeur de S,
1 1 11 3.019877345
2 1.5 12 3.103210678
3 1.833333333 13 3.180133755
4 2.083333333 14 3.251562327
5 2.283333333 15 3.318228993
6 2.45 16 3.380728993
7 2.592857143 17 3.439552523
8 2.71857143 18 3.495108078
9 2.828968254 19 3.547739657
10 2.928968254 20 3.597739657

En vérité, notre supposition est totalement fausse, la série harmonique di-
verge

valeur de n | valeur de S,
10 2.928968254
100 5.187377518
1000 7.485470861
10000 9.787506036
100000 12.09014613
1000000 14.39272672

En évaluant des sommes partielles avec un ordre de plus en plus grand, on
constate que la suite est croissante et non bornée.

Nous considérons le graphe de I’hyperbole équilatére dans un repére or-
thonormlé XO0y.

y==
T
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Nous comparons la somme des aires des surfaces rectangulaires supérieures
a la courbe, et la surface limitée par la courbe, I'axe des x et les verticales
d’abscisses : @ = 1,2 = n + 1.0n a‘alors I'inégalité :

11 1 "z
T4+ 5+ +7>/ — =log(n+1)
n 1 x
Ce qui nous permet d’avoir :
Sy, > log(n+1)
Par passage a la limite, on a :
lim S, = 4+

n—oo

Exemple fondamental : Les séries géométriques

Considérons la série :
2 3 n—1
a—+ar—+ar®+ar’ + ... “+ar + o

On a ainsi une progression géométrique de premier terme a # 0 et de raison 7.
La somme des n premiers termes de la progression géométrique (lorsque r # 1)
est égale a :



g a—ar”
" 1-a
- Si|r] <1, ™ — 0 lorsque n — oo, la série est convergente et sa somme
est égale a :
o a
S = lim S,L:Zun =
=00 T—r

n=1

-Si|rl>=1, r— oo lorsque n — oo et par conséquent

a—ar™

— — +00 .

Lorsque |r| = 1 la série géométrique est divergente .
- Sir =1, la série devient

Ce qui donne

La série diverge.
- Sir=—1, on a la série suivante :

a—a-+a—a+.....

avec
s 0 sin est pair
"7 a sin est impair

La suite (S,),c;y n'a pas de limite. La série diverge.

Critéres de convergence des séries a termes positifs ,
Comparaison de séries , Régle de D’Alembert ,
Régle de Gauchy,Comparaison avec une intégrale,

Séries alternées , Critére de Leibniz .

Soient deux séries & termes positifs

Si les termes de la série (1) sont majorés par les termes correspondants
de la série (2), c’est a dire que

Up K vp(n=1,2,3....... ) (3)



et si (2) converge, la série (1) converge aussi.
On désigne par s, et o, les sommes partielles d’ordre n des deux séries

n n
Sn = § Usj On = § Vi
i=1 i=1
De la condition d’inégalité du théoréme, on a
871 % U?l
Sachant que la série (2) converge, on a

lim o, =0
n—oo
ce qui donne par déduction
S0

La suite s,, est donc bornée, les termes de la série (1) étant positifs, la série
est en meme temps croissante.

Conclusion la premiére série est convergente.Si les termes de la série

(1) sont minorés par les termes

correspondants de la série (2)

et si la série (2) diverge, la série (1) diverge aussi.

Régle de D’Alembert

Si dans une série 4 termes positifs

Le rapport Yn+tt

a une limite finie [ lorsque n tend vers l’infini.

n

Lim Unti =1
n — oo Uy
1) la série converge lorsque [ < 1.
2) la série diverge lorsque [ > 1.
3) Si [ =1, on ne peut rien conclure.
1) 1 <1 : Soit le nombre r tel que I <r < 1.

. Un+1
Comme Lim
n — o0 Uy

=1, il existe alors un N tel que pour tout n > N

Up+1
—ntl = Upt1 < T Up

n



Par itération, on a

Un+1 < T UN
UN+2 < TUnN41 < 1”2 uUN
UN+sz < T UnNg2 < 7'3 uUN

Soient alors les deux sériesLa série est une progression géométrique de raison
r < 1, elle est convergente, comme
la série (2) majore la série (1) a partir du rang N, d’aprés le théoréme précédent
la série ( 1) est alors convergente.
Régle de Gauchy
Si dans une série a termes positifs, la quantité {/u, a une
limite finie [ lorsque n tend vers l’infini, c’est a dire si ’on a
Lim Yu, =1
n — oo
1) La série converge lorsque [ < 1.
2) La série diverge pour [ >1
3) Sil=1, on ne peut rien conclure .

1) 1 <1 : Soit le nombre r tel que < r < 1.
Comme Lim {/u, =1, il existe alors.un N tel que pour tout n > N,

n — oo
n . n
Yup, <'r ou bien up, <r
Considérons a présent les deux séries

Uy + Uy + e +uyn +un+1+uN+2+ .........
’I”N+’I”N+1 +7“N+2+

La série (2)converge, en effet clest une progression géométrigue de raison r < 1.
Donc la série (1) converge.
1) 1 >1 .On aura a partir d'un certain rang N

Yup>1 =— up,>1

Donc la série diverge.
2) I <1 .Soit le nombre r tel que I < r < 1, on aura & partir d'un certain rang
N

Yup<=1r = u, <r", ¥V n=N

Soient alors les deux séries

.................... PN N e NE2 L (2)



La série (2') est convergente car c’est une progression géométrique de raison
r < 1, ainsi
d’aprés le critére de comparaison, la série (1’) converge.

Remarque : Le cas ou [ = 1 exige une étude particuliere, la série peut
alors converger ou diverger.

Comparaison avec une intégrale

Soit la série a termes positifs non croissante

L’intégrale

/:Of(x)dx

et la série sont de méme nature.

Série alternée. Critére de lieibniz

Dans ce paragraphe, on a des séries de la forme suivante :
Uy — Uz + U3 —Ug + oonnns
ou les u; sont tous positifs.

Séries a termes de signes quelconques

Une série est dite a termes de signes quelconques si on a des termes aussi
bien positifs que négatifs.



Exercices

Exercice 1 :
Trouver le terme général de la série, si la suite (s,,) de ses sommes partielles
est définie comme suit :

@ s = 20 s
(c) sp = arctan(n) (d) s, = (_’i)

Exercice 2 .

Trouver la somme des séries :

+00 +o00
2n + 1 n—vn?—1
a —_—, b pa
(@) T;nQ(n+1)Z ()T; n(n+1)
400 1

© nz::l (Vnd+v/n+1) /n(n+1)

Exercice 3 :

Calculer les sommes suivantes

“+o00

(n+1)Bn+1) 2n+1)n
Zl n(3n+4) ’;ln(nﬂ)@nq)

n=1

m entier positif

> 1
Zn(n+1) ...... (n+m)’

n=1
Exercice 4 :
nlw
Calculer ’ sm%

Exercice 5 :



+o00 n 1
Démont _1
émontrer que Y| e @n—-1)(2n+1) 2

n=1

Exercice 6 :

Montrer que les deux séries sont convergentes et calculer leur somme :

+oo N 1 +oo N 1
> (-1 HE’ > (=)™ <1+ﬁ>

n=1 n=1

Exercice 7 :

Etudier la nature de la série de terme général :

1
un*4n7271, n >0

Exercice 8 .

Etudier la nature de la série de terme général :

1 1
un:f—ln<1+7)
n n

En déduire que la suite numérique :

admet une limite C = 0,577215665 appelée "constante d’Euler".

Exercice 9 .

Etudier suivant les valeurs des réels positifs a et 3 la nature des séries de
Bertrand :

> 1
Z )ﬂ
n=1

n® (lnn

Exercice 10 : !

Soit la série de terme général : u":n(n T+ 2+ 3) n €N*

e Montrer que la série est convergente .



e Montrer qu’il existe quatre nombres réels a, b, ¢ et d tels que :

e, b, c , d >0
Uy = — n
n n+l n+2 n+3

e Trouver alors une formulation réduite de la somme partielle :

n
Sn = § Uj
i=1

En déduire la somme de la série.

Exercice 11 .

Etudier la nature des séries de terme général :

2n n!
Up = 57 Un = ﬁ
En déduire les limites suivantes : Lim w,, Lim v,.

Exercice 12 .

o]

2 4P
Etudier suivant les valeurs de p la nature de la série Z In tn .
n=1 1 + n?
Exercice 13 :
Etudier la nature des sériesinumérique de terme général
1 3
2n = In(n) 1 1\"
1) (2 avVr-1, (3 In(1+ —), (4 -
W @ VT on e 2 na @) (s
nl cosh— )
(5) —, a>0, (6) In £ (7) "/n—1, (8) In— —lnsin—,
cos —

Exercice 14 :
Calculer les sommes : A = Z %7 B = Z %
n=1

n=1 """

Exercicel? :
Etudier, suivant les valeurs des réels a et 3, le caractére de convergence des
séries numériques :

5
n

n, l 1 . _ _ = .
g e+ o+ nE:1n n( +n) acosn+551nn

n=1

Exercice 16 :

10



Etudier les séries suivantes:

> nle™ >, 2%p) > g .
> PO > n?sin o
n=1 n n=1 n n=0

11



Solutions

Exercice 1 :

1 1
(a) sn = i, la somme partielle est donc définie pour n # 0 d’ou s; =
n
u =2 et u, =s s _onrl L !
te nT o el Ty n—1  nn-1)
on 1 2" —1
(b) sp = T,ona so = ug = 0 avec u, = S, — Sp_1 = o
ol 1 ("1 —2"+2 1
1 2n "o
(¢) s, = arctan (n), en utilisant la méme méthode on obtient : w, = s, —
1
= ta — t —-1) = t .
$p—1 = arctan (n) — arctan (n — 1) = arctan a1
a—>b
sachant que : arctan a — arctan b = arctan )
1y ) . 14ab
-1 7 —
d) sp =t = = (1)
(d) sn " up, = (—1) n(n—1)

Exercice 2.

“+o0

2n+1
(a) Z o 2
o n?(n+1)
1
On commence par la décomposition du terme général de la série : u, = — —
n
————,0n a alors une série télescopique :
(n+1)
1
S"L = 1 - 72
(n+1)

— s= lim s, =1.
n—oo
) +i’on—\/nz—l
= Vn(n+1)
Avec la méme démarche, on a :

:n,\/n2,1 _ vnooooyn—1
Vn(n+1) Vn+1 Vn

Unp,

n
vn et s= lims, =1.

vn+1 n—o00

donc : s, =

12



400 1
© ,; (Vrn+vn+1) /n(n+1)

1l suffit de constater que le terme général s’écrit comme suit

vVn+1l—+/n 1 1
Up = = 3
n(n+1) Voo oVn+1

On a alors :
g - L _ 1 1 1 +L7 1 1 1
VATV v B Vi Vn+1 Vn+1

Finalement on a : S = lim S, = 1.
Exercice 3 :

On a des séries télescopiques grace a la propriété fondamentale de la fonction
logarithme

(n+1)(3n+1)
—ln- - Y T
n nzl n(3n+4)

% =In(n+1)=Inn+InBn+1)—In(3n+4)
up =I2—-Inl+In4d—1In7

e =13 —In2+In7—1In10

uz =In4d —In3+1n10 —In13

Soit u,, = In

u, =In(n+1)~Inn+InBn+1)—In(3n+4)

4(n+1)
3n+4

b N b . 4
d’ou l'on a : 7lh_'m S,17111§:>A7h11 ’}eréosnflnﬁ

Sp,=Ind+In(n+1)—In(Bn+4)=1In

(2 1)n
En utilisant la méme démarche, on a : Zl L =1In2
n=1 1)

En utilisant la décomposition suivante du terme general Uy, on obtient
1

Up =

nn+1).. (n—14+m)(n+m)
1 1 1

T m <n(n+1) ....... (n+m—1) (n+1)(n+2)... (n+m))
Ainsi on peut calculer la somme partielle d’ordre n, on a :

1 1 1 1
mwW = = — —
T2 m (l+4m) m\12.m 2. (m+1)

B % (2m (1m+ N

13



+ u, = ! = i( ! — ! )
"Tn(n+1)... (n+m) m\nn+1)..n+m-1) (n+1)(n+2).(n+m)

1 1 1
y = — — _—
= (1.2.3.....m (n+1)(n+2)... (n+m))

1
m.m)!

Exercice 4 .

!
(a) Pour n = 6 : sin =% = sinkr =0

720
Ce qu1 donne une somme finie de 5 termes seulement
Zsm Z ——Q—s ——i—s L—Q—sn——i—smz.
= 720 720 720 360 120 30 6

Exercice 5 :

On utilise la décomposition suivante
n A n B
Uy = =
35.7..2n+1) 357.(2n—-1) 57.(2n—-1)2n+1)

1 1 1
T 2\357..2n—1) 357..2n+1)
On a alors une série télescopique avec

1 1
== (1=-2=
"=y 3)

1 /1 1

U9 = — - — —

2 \3 35
11 1
=535 35.

1 1 1
Un = 5 -
2\357..(2n—1) 357..2n+1)

1 1
d’ou : n=-1-——
onr =g ( 35.7...(2n+ 1))

Ce qui implique le résultat demandé.

Exercice 6 :

14



+o0 1
s=yard

" P11 1 1
Soit : Sgp =1— -+ - —— + ... - —
o San 273 1 T 1
En regroupant les termes suivant leur signes, on a

Som =142 Liply 41
My T T o 1 2 27Ty

A cette somme partielle, on va ajouter et retrancher la méme valeur

ISR S
2 377"

On obtient la somme Ss,, sous la forme suivante

Son = 14igop—t (14t 4l Lty 41
mo = 3 a1 2737 ) 2 2Ty

ISR S
23" """

Ce qui donne :

[ T N C LI S
T 37 Tl T 2 27377 T
IR N,
2 73 7 n
puis
Som = Dottt it i ]
meT 37" T om—1 2476 " "o
UL
2 3 7 )
. 1 1
Et finalement on obtient : Sy, = + o

= . n+l n+2 77 2n
on utilise la comparaison avec une intégrale, on a

2n—+1 2n
dx dv 1
— <8, < + -
€T n
-
2n+1

1
In < So, <In2+ —
n

15



Finalement, on a : Lim Sy, = In(2) et comme : S2,4+1 = S2, + ——.On

a ainsi :
’LimSn =1n2
+oo 1
Z (-1)" 'In (1 + 7> :
n=1 n
3 4 5 6 2n 2n+1
Son = ln27ln§ +ln§ 7ln1 +lng.... +In DT —1In o
2.4.6.... 5. —1).
- 6....2n —1n35 2n—1).(2n+1)
1.3.5...(2n — 1) 2.4.6.... (2n)
o 2242, (2n)
3252 (2n—1)° (2n 4+ 1)
En utilisant la formule de Wallis
s 1 2 2242 (2n)* ... T
H 1-— — == BN S = _
et 4n 7r 3252 (2n -1 " (2n+1)...... 2
2n + 2

T
O lors LimSs, = In —.Sachant Son = Sy, +1
naaorqnin;)g n2 achant que Sapq1 on + n2n+1

. T
Lim S, =In 5

n—oo

Exercice 7 :

1 . .
F.Le terme général de la série est équivalent au terme général d’une
n
série de Riemann avec un exposant égal a 2, la série est alors convergente

Décomposition du terme général en éléments simples

Up <

11 1 1
2 -1 2\2n—-1 2n+1

Calcul de la somme partielle d’ordre n

u,l{l_l}
L) 2
111
“2*5{5_3}
111
s 5{5_?}

1 1 1
Uy = = -
2\ 2n—-1 2n+1

16



o0

1

Ce qui donne S = LimS,, = E o2
n—o0o ns —

n=1
Exercice 8.

Etude de la nature de la série : On a ’équivalence suivante
In{1+ ! ! !
n [ [ Sp
n n  2n?
1 JPRES .
on a alors : u, ~ o2 d’ou la convergence de la série et sa somme
n

est égale a C ( Constante d’ Euler ).

Etude de la suite v,, :

On commence par calculer la somme partielle d’ordre n de la série de terme
général u,,

1
pour cela on utilise I'égalité : In (1 + 7) =In(n+1)—1In(n)
n

up = 1-1n(2)

1
Uy = 3 ~In3+1n2

1
u3 (= 3 —In4+1n3

) 1_1 T
Un-1 = —— —In(n) +n(n

Uy = l—ln(n-i-l)-i-lnn

n

En additionnant membre & membre ces différentes égalités, on a

n
1 1 1
Sy = kgﬂuk:1+§+§+ ...... +E—1n(n+1)
1 1
1+ -+ -+ +——Inn+In{l1+4+—
2 3 n
Finalement :
1 1 1
LimS, =14+ -+ -+ ... +——Inn =C
n —oo 2 3 n

17



Exercice 9.

Séries de Bertrand

o]

1
o n(In n)ﬂ
. 1 -
Pour « = 1: la fonction f(z) = ——5 est positive, monotone et
z (Inx)
décroissante.
[e o)
L. - e dx
on compare la série numérique avec 'intégrale I = 7 -
J = (Inx)
rd
t
On fait le changement de variable suivant : Inx =t = I = =
t
In2

On sait alors que :

si B <1, la série est divergente.

si B> 1, la série est convergente.

Pour o > 1: on utilise le critére de comparaison, on a I'inégalité suivante

1 1

Up = ———%
" nelan)? 0o

la série majorante est une série. de Riemann avec un exposant supérieur a
1, donc

la série étudiée est convergente.

Pour o <1 :ona

lim nu, = lim ——— = 400
n—oo n~>oona—1 (h’l Tl)ﬁ

Ainsi & partir d’un certain rang Ny, la suite positive (nu,,) est minorée par
A —
A
Up > —
n

donc la série de Bertrand diverge.

Exercice 10 :

1 .
Un = —, la série est convergente .

On décompose le terme général

1 1 1 1

60 24D 2n+2) 6(n+3)

Unp

18



Remarque : la somme des coefficients est nulle

1 1
6 2 + 376" 0.0n a donc une série télescopique.
Calcul de la somme partielle d’ordre n :
11 1 1
M5 22723 64
Lo
=62 723724 65
L S S
L
*763 24 25 66
LI S A
= 4t 1
764 25 26 67
........... e
Unp—2 a5
6(n—2) 2(n—1) 2n 6(n+1)
1 L 1
Up—1 = - — —
" 6(n——1) 2n 2(n+1) 6(n+2)
1 1 1 1
Uy = — — + —
6n 2(n+1) 2(n+2) 6(n+3)
1 1 1 1
Sp = — + - -
1853(n+2) 6(n+1) 6(n+3)

Ce qui donne la somme de la série :

1
S =LimS, = —
AT

Autre méthode : on-a démontré que ( voir exercice 3 )

> 1 1

";n(n-'rl) ...... (nt+m)  mm!

Ce qui donne par application directe

> 1 1 1

nn+1)(n+2)(n+3) 3.3 18

n=1

Exegrncice 1.
= - : on applique le critére de D’alembert

Up = PR v
n:

| 2n+1
. U 1 . n.
Lim —" = Lim —_—=
n—oo Uy n— 00 (n + l)' n

1)! " 1
Lim 2ntt _ Limw.”in =Lim——— =
n—oo Uy n— o0 n! (n + 1) n—00 (1 + %)

19
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Donc les deux séries sont convergentes = Limu,, Lim v, = 0.
n—oo

Exercice 12

On montre que pour n assez grand, on a une équivalence avec le terme
général d’une série de Riemann

9 p
n o :1n<1+

1 1
14nP 1+n7’>~1+n1’~n1"

d’ou le résultat suivant : si 0 < p < 1 la série diverge, si p > 1 la série
converge.

Exercice 13 :

2 2 2 1) 37
(1) 1 +n3n ~ Sf:,On utilise le critére de D’Alembert = %% =
n+1
an +1 1
Ce qui donne lim n = - <1, lasérie est convergente.
n—oo | n 3
1 nn

1 1
(2) nVI 1=V 1 HTZ > 7 la série est divergente.
(3) n? n3

1

In(n) 1 In(n) n L.
< = —, la série est convergente.
n
1
1 n® ne ln[cos *) n1n 1—72> _ E
(4) cos( ) =e N/l ~e 7 ) ~e 2,

n

. . . 1
c’est le terme d’une série géométrique de raison — < 1
e

la série donnée est convergente.

|
(5) up = %, a > 0, on applique le critéere de D’Alembert
a

Upt1 _ (n+DMa™

Uy, avtl "n! a

. Un+1 Lo .
Ona Lim—"= = 400, la série est divergente.
n—0o0 Uy

2

™ T
cosh— 1+72 7T2
(6) In 2| =In 2712 ~ — et la série est alors convergente.
cos — Tr n
=52
2n

20



In(n
(7)) Wn—-1l=e n® —1l=

=

c’est une série de Bertrand, donc elle est convergente.

1 1 1 1 1 1 1 1
8 m— —Insin—~In——In{-——)=In——In—(1-—
n n n n  6n3 n n 6n?
1 1
—In(1- W) = Gz’ la série converge.

Exercice 0104 :

Pour calculer E o on utilise la décomposition suivante
n= 1

n? = A+Bn+Cn(n—1)
Pourn = 0= A=0,n=1= B=1 et C=1 par identification
S s TR e
— + = 2e
! — ! —2)!
n=1 n n= 1 n=1 (n 1) n=2 (TL 2)
oo 5
Pour calculer Z —-onutilise la décomposition factorielle suivante
n!
n=1

A+ Bn+Cn(n—1)+Dn(n—1)(n—2)+ En(n—1)(n —2)(n —3) +
Fn(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)
Pour calculer les coefficients A, B, C, D, E et F on utilise la méthode suivante

Pour n = 0=A=0n=1= B=1;pourn=2=—=32=2+2C =

C=15 ;pourn= 3=—243=3+15-6+6D =D =25
= 4=1024=4+4+15-4-34+25-4-3-24+E-4.3-2—=

pour n =
E=10 et F =1 par identification
Finalement, on a Z Z + 15 Z
n=1 - -
25 Z +10 Z Z =52
| | |
n= ( 3) n=4 (’ﬂ 4) 1=5 (TL 5)

Exercice 15

Etudier, suivant les valeurs des réels a et 3, le caractére de
convergence des séries numériques

3\@

> 1 1
ann — —acosf-i-ﬁsinf
n n

n=

> vt
n=1

—-
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[ee)
° Z Ve+a+ g : on a I’équivalence suivante

n=1

- Si a # —1, la série est divergente.
-Si a=—1et g # —1, la série est divergente.
-Si a=—1et f=—1, la série est convergente.

= 1 1 1
v In(1 4+ —) — S — sin — :
o;n n( +n) aco%nJr[ismn
On utilise les développements limités jusqu’a l'ordre trois

1 1 1 1 1
In(l+ =)= — - — + — —
a +n) n 2n2+3n3+0( )

si a # 1, u, ne tend pas vers 0, la série est divergente

1 A
sia=1et f# 5 alors u, = —, la série est divergente

. 1 .
st a=1et f==, alors u, = —, la série est convergente
n

2

Exercice 16
On utilise I’équivalence de Stirling pour n — oo

n\" .
n! = (7> V2t = u, = V2mn = lim u,, = oo,
€ n— oo

La série donnée est divergente.On utilise le critére de D’Alembert —>

mn . 2 2
Lim 2" — Lim =<1
n—00 Uy 71%00(14»%) e

La série est convergente.

. .
Pour n assez grand on a 1’équivalence, sin o o

(série géométrique convergente de raison r = 3 <1).

La série est convergente.

22



CHAPITRE 2

Séries de Fonctions

Notion de convergence simple:

Soit (fn), ¢ ;y une suite de fonctions définies sur un meéme ensemble de
définition Dy et & valeurs réelles ou complexes.D'une maniére naturelle, on
deéfinit la limite (si elle existe ) de cette suite de fonctions f par :

f(x) = Lim fo(z)

n—oo

On dit que f est la limite simple de la suite (f,), ¢ ;n -Mais ce type de
convergence pose probléme, en effet les propriétés de continuité, dérivabilité et
d’intégrabilité ne sont pas en général conservées.

Exemples
- Continuité :

Soit la suite de fonctions définie par :

falz) = 2", 2 €0,1]

La limite de cette suite de fonctions est discontinue au point 1, en effet on a

{0, st x <1

— i —
flo) = Lima" = 1, siz=1

n—oo
- Dérivabilité :
Soit la suite de fonctions définie par :

sinnz

- (z) = el
fn(x) " relR

On a comme limite
flx)=0
Mais la suite dérivée
fl(x) = cosnx
n’admet en général aucune limite. Autrement dit :

(fu(2))

d
r \n—oo n—oo dx

di (Lim f"(z)) # Lim
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ainsi il n’est pas permis d’intervertir les symboles de limite et de dérivation.

- Intégrabilité :
On a une intégrale
1
/anme*"%zdm =1—e"
0

de limite égale a 1; mais sous l'intégrale, la suite de fonctions tend vers
0.Dans cet exemple, il n’est pas permis d’intervertir les symboles de limites
et d’intégrattion . (Exemple donné par Gaston Darboux (1842/1917) en
1875).Un exemple comparable s’applique a 'intervalle fermé [0, 1] avec la suite
de fonctions :

fn(x) =n’z (1—1‘)

Cette suite de fonctions converge vers la fonction nulle pourtant I'intégrale :

L 2
2,n(1 _ _ 2/ n+1 de — n
/ (1-a)dz =n T ) (n+2)
0

Iintégrale tend vers 1.

Séries de Fonctions :

On appelle série de fonctions toute série dans laquelle
le terme général est une fonction de z
Considérons une série de fonctions

Donnons a x différentes valeurs, on a différentes séries numériques qui peu-
vent étre convergentes ou non :

L’ensemble des valeurs pour lesquelles la série de fonction
converge est appelé Domaine de convergence.

La somme S(z E un () d’une série de fonctions est

une fonction dontle domalnc de définition est le domaine de

convergence de la série.
o0

Le reste r,,(z) = E uy, (z) d’une série convergente

k= n+1
tend vers zéro lorsque = +00.
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On a
rn(z) = S(z) — S, (x)

Pour tout x appartenant au domaine de convergence, on a

LimS,,(z) = S(x)

n—00

D’ou Limr,(z) =0
n—oo

Séries majorables.
oo
Une série de fonctions Z up () est dite majorable

dans un domaine D s’il ex?sté une série numérique a termes
positifs convergente

ay +ag + ...... +an, + ...

telle que lon ait :  |u,(z)| < ay,.

fe o)
Une série de fonctions Z Uy, (z) majorable dans un domaine D
n=1
est uniformément convergente sur D
Soit
o= +ay+ ... +an + o :Z QU

avec 0 =0, +¢&,, 0, étant la.somme partielle d’ordre n et €,

le reste du meéme ordre.

Comme cette série converge; on a nécessairement Lim &, = 0,
n—oo

ce qui permet d’écrire ce qui suit
Ve>0, AN, tel que Yn = N = ¢, <e.
Sachant que la série est majoranle, on a
Irn(z)| < en <e
ce qui montre que I'on a une convergence uniforme sur le domaine D.

Corollaire :

Une série de fonctions majorable sur un domaine D est absolument conver-
gente.

La somme d’une série de fonctions continues, majorable sur
le segment [a, b] est une fonction continue sur ce segment.

Soit une série de fonctions continues majorable
sur le segment [a, b]



Soit xy € [a,b], ona
AS = S(x) — S(x0), ASy = Sn(z) — Sn (o)
Avec ces notations, on a
AS =ASy +rn (x) — ry (z0)

En passant aux valeurs absolues, on a l'inégalité

|AS] < |ASN|+ [rn (@) + [rn (o)
Inégalité vraie pour tout zp € [a,b].
Pour prouver la continuité de S(z), il suuffit de démontrer que
-Ve=0, 35 >0 tel que tous les |[Az| <§ = |As|<e.
Comme la série proposée est majorable, Ve = 0, 3 N tel que
V' n = N, en particulier pour n = N

[rn(z)| <&, |rn(zo)| <€

Comme la somme partielle d’ordre N de fonctions continues
est continues, on peut alors écrire :

Ve =0, 36 >0 tel que tous les |z — x| <§ = |ASy| <e.
Finalement, on obtient

|AS] < 3¢

Ce qui termine la démonstration.

Soit la série de fonctions continues
up(x) + us(@) + ... + up () + .

majorable sur le segment [a,b]-et soit S(z) sa somme. L’intégrale de
S(x) entre a et = (x € [a,b] ) est égale & la somme des intégrales
des termes de la série entre les mémes bornes

x x

/S(m)d:c = /i::lun(:c)dx = i_o:l/wun(:c)dx

a

Si la série de fonctions
ui(x) + ug(x) + ..o +un(z) + .

ayant des dérivées continues sur le segment [a, b], converge vers la somme S(z)
et la série des fonctions dérivées est majorable sur ce méme segment [a, b]
alors la somme de la série des dérivées est égale a la dérivée de la somme

de la série proposée

n=1

(z unm) S
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Exercices

Exercice 1:

Soit la suite de fonctions : f,(x) = sin (£> définie sur R.
n

Calculer la limite de f,.
Est ce que la convergence est uniforme sur R.

Exercice 2:

2 n
Soit la suite de fonctions :  f,(z) = (W) sur R.
Calculer la limite simple.
Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R.

Montrer que la convergence est uniforme sur tout
segment I = [—a,al, a > 0.

Exercice 3:

n—1

Soit la suite de fonctions : _f,(z) =e n
1) Etudier la convergence simple sur R.
2) Montrer que la convergence est uniforme sur

tout intervalle I = ]—o0, b].
3) Est ce que la convergence est uniforme sur R.

Exercice 4:

Etudier la convergence simple, uniforme et normale des séries de fonc-
tions w,, définies sur [0, 1] dont le terme général est le suivant:

8) wn(e) = ——

b) u,(z) = %

c) up(z) = 2"(1—x)

d) uy(z) = (-D)"2"(1-2x)
o) un(z) = arcta;r;(nx)
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Exercice 5:

On se donne une série de fonctions définie sur R* par son terme général

xT

un() = n2 + a2

a) Montrer que la série de fonctions est simplement convergente sur R.
b) Montrer que la série n’est pas uniformément convergente sur RT.

[ee)
¢) Montrer que la série alternée Z (=1)" up(x) converge uniformément
n=0
sur RT
mais la convergence n’est pas normale.

Exercice 6:

Soit la série de fonctions F(z) = folz).= Ee*""‘”7 z € IR =[0,00
(z) ; (z) T; - [0, 0]

i) Montrer que la série de fonctions converge simplement dans RT.

i7) Calculer la dérivée de f,, et sup|f ,(z)| pour z € R* =[0,00].

Est ce que la convergence est normale sur RT.

iii) Calculer f 7, (z) (dérivée seconde )et sup |f ] (x)] .

z€ IRt
iv) La série Z £, :converge-t-elle normalement dans R*.
nx1
Exercice T:
Soit wy, la fonction définie sur [0, ool par :
1
) = e

e Montrer que la série de fonctions de terme général wu,(x) converge uni-
formémentsur [0, oco[vers une fonction indéfiniment dérivable.
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Solutions

Exercice 1:

Lim f,(z) =0.

n—oo

On utilise la norme de la convergence uniforme, on a facilement:
[fllo =1

donc la convergence n’est pas uniforme.

Exercice 2:

Limite simple : Lim f,(z) = 0.
n—oo
On a ||f,|| = 1, la convergence n’est pas uniforme sur R.

Etude de la convergence sur l'intervalle fermé [—a, a]
La norme | f, || de la suite de fonctions sur Pintervalle I = [—a, a] est égale

a2 n
Il = (+55)
a

Et comme on a : Lim || fn||. = 0;1a convergence est uniforme.
n—oo

Exercice 3:

n~1
1) Lim f,(x) = Lime .1 Yot = f(z), la convergence est simple sur R.
n—00 n—0o0
2) Pour étudier la convergence sur I = |—o0, b,

on se propose d’utiliser la norme de la convergence uniforme

n n—1
15 = fal 11(@) = fu @) S(1-2) e
— full = su z)— fo(z))=max | —— (1—-=] , e —e¢
oo 7 epl ' n—1 n
Ainsi : Lim ||f — fulloo = 0, la convergence est donc uniforme sur I =
n—oo
]7007 b] .
3) Nf = fullo = sup |f(z) — fn| = +o0, donc la convergence n’est pas
x € R.

uniforme sur R.
Indication : Pour calculer les normes, il est demandé d’étudier les variations
de la fonction

n—1
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Etude pour z <0 :
n—1 T
n—1 —=¢ n -

gl(‘L): e n —e”, gl(‘[):(): = e N — g =
n

In (n— 1)

n
Etude pour z >0 :
n—1

x

-1
n e n = 0.

gl(z) = e~
Tableau de variation :

x —00 1n<n71> 0 + 00

T L

(nz + v/n)®
1 S

onl®) = o 7

Exercice 4:

1

A un(m) = e

1
Ona u,(0) = —, Clest le terme général de la série harmonique.Donc la série

de fonctions diverge sur [0, 1].

(="
b n ==
On a une série alternée, on étudie alors la suite de fonctions
(0= 0, 1]
Up(z) = ———— sur [0,
" nr ++/n
T 0 1
T
V() = ———— -
" (nz + v/n)” .
1 Tn
n+.n
. . . 1
La suite de fonctions v, (z) est décroissante et comme |v,(z)] < —=, .elle
n

tend uniformément vers 0.

30



La série donnée converge uniformément sur [0, 1]. Mais elle ne converge pas
1
absolument car |u,(0)] = —.
n
c) up(z)=2"(1-1)
On a une série géométrique de raison x, ce qui donne la somme de la série

S(m):{ 1 six€]0,1]

0 st..r=0

Comme la somme S n’est pas continue alors que u, l'est. la convergence
n’est pas uniforme. Puisque u,(z) = 0, la série converge absolument.

d) u,(z) = (-1)"z" (1 —x)

La série converge absolument d’aprés ce qui précede.

Pour la convergence uniforme, on étudie le comportement de |u, ()]

fun(@)] = 2™ (1 — )

T
; 0
l, n+1
[un(z)] = 2"t (n— 2 (n+ 1)) - 0 +
n

T )n
| un(2)| o/”+1<”+1 N o

On a la majoration suivante :

1 1
fod (@) 2 g e
n+1(1+3)

Ainsi la suite de fonctions |u, ()| tend vers zéro uniformément, donc la série
alternée converge uniformément sur [0, 1].

arctan(nz s
e) uy(z) = #, sachant que |arctan(nz)| < 5 donc |un(z)| =<
n
55 et la série de fonctions est donc majorable, on a alors toutes les conver-
I
gences.

Exercice 5:
a) Convergence simple : La série de fonctions donnée est une série a termes
x T

W
une série de Riemann d’exposant égal a 2, donc la série converge.

b) La convergence n’est pas uniforme : C’est une question difficile, pour y
répondre on se propose de faire un raisonnement par l’absurde.

On suppose que la série de fonctions est uniformément convergente sur
R*.On a alors :

positifs.On a alors  u,(z) = ot € RT.On a ainsi majoré par

Ye>0,3N tel que YzeR T etVn =N
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| (z)| = <e

> x
2y

k = n+1

Il faut alors choisir judicieusement x et n pour arriver a une contradic-
tion.Pour cela, on fait le choix suivant z = n = N et on considére la sommation
suivante :

2N

S N N N
k:N+1k2+N2 - (N+1)2+N2+ ............. +M
N N
= WA F o, + =

N
On a ainsi N fractions dont la plus petite est : 5W.Ce qui permet d’obtenir
la minoration suivante:

% N N1
k2+ N2 — BN2 5
k = N+1

donc le choix efectué nous a permis d’avoir une partie du reste de la série
. 1

minorée par —.

Ceci est une contradiction, donc la-série n’est pas uniformément convergente
sur RT.

c) On a une série alternée; pour la convergence uniforme, on applique le
critére de Liebniz, il faut alors montrer que :

La suite (u,(x)), <y est décroissante ( évident )

La suite (un(7)), ¢y tend vers 0 uniformément., pour cela, on calcule la
norme de u,(z) sur RY

T 0 n 400
n? — 22
el B
1
= il
fvt(m):m 0 /20 N0
Ce qui donne:
1
= sup 55— = \.0.
l[ttn [l S T T o, \

Donc la série alternée converge uniformément. Comme la série numériquede

terme général _— diverge, la série de fonctions de terme général ———ne con-
2n n*+x

verge pas normalement.
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Exercice 6:

i) Pour z > 0, on une série de fonctions & terme positifs, on applique le

critére de D’alembert :

fn+1(m)' _ x e—(n+1)z ( n ) _ n —x
ful(z) n+1 T n+1
Ce qui donne :
Lz’mM =e <1
n—oo f’n(x)
Et pour z =0, ona f,(0) = 0.En conclusion : la série de fonction

converge simplement dans IR = [0, 00].

i) fu().= Se = fi() (% - x) o

T 0 % +00
fro(z) = (1 —nz)e " + 0
1
fo(@) = e 0 /e o
1
[fnlloe = sup |fu(z)] = e
La série de terme général || f,[l, =, =5~ est une série numérique a termes
n’e

positifs convergente ( équivalence avec une série de Riemann )
La série de fonctions de terme général f,(z).=
malement sur IRT = [0, 00].

f ;L(‘I:) (% 7 1) e = f”n(fl) =—e " —_n (l _ l) e—ne

e " (nx — 2)

xr _,
—e ™ converge donc nor-

iii) =

2
x 0 — 400
n
fn(z) =e ™ (nx —2) — 0 +
1
4 1 —nx n 0
= - — n _
fuw) = (5 -a)e N e
! ! 1
17 2l = suplfn(2)l =
1
La série de terme général || f 7|l = o est divergente ( série harmonique

), ainsi la série de fonctions de terme général :

) = (% - m) e

ne converge pas normalement sur R = [0, oo[.

Exercice 7:
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1
La série de fonctions est majorable donc normalement convergente sur

[0, oo[.La dérivée d’ordre k est égale a :

(k] (=1)* kin2
uy(z) = T ekl
(n?z +n?)
On a la majoration suivante
k!
‘uf](w)‘ < E k>0

la série des kiemes dérivées est ainsi majorable = la série converge uniformé-
ment vers une fonction indéfiniment dérivale sur [0, oof.
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CHAPITRE 3

Séries entiéres

On appelle série entiére ou série de puissance une série de fonctions
de la forme

ap + a1z + asx® + ... apx”™ + (1)
Ol g, A1, G2y .eee. Slpyy e sont des constantes données appelées
coefficients de la série

(D’Abel)
1) Si un série entiere converge pour xo # 0, elle converge absolument
pour toute valeur de x inféricure a z.
2) Si la série diverge pour x; # 0, elle diverge pour z tel que |z| > |z4].
1) Par hypothese, la série converge pour xp = donc la série
numérique
a0+a1x0+a2x§+ ...... +apzi + ...

converge avec nécessairement Lima,xg = 0.
n—oo

Ecrivons 'expression de la série (1) sous la forme suivante

x 5 (\? nfz\"
ag + arxog— +CL2{IJO N— 4+ e +anw0 — =+ ...
Zo To T

Par passage aux valeurs ahsolues, on obtient

x x
lao| + |arzo| 7’ + |aga| 7‘ + o + |apzg] |[—] + . (2).
To &
Sachant que Limay,zy = 0., 3 M > 0 tel que |a,z{| < M,
n—0o0
ce qui nous permet de faire une majoration de la série (2)
on a
z z 2 n
M+M|Z M| 4+ M[E| +..3).
ZTo To 0

z
Sachant que P < 1, la série (3) est convergente = la série (1) est donc
0

absolument convergente.

2) Sien un point x tel que |z| > |z1], la série (1) converge, d’aprés 1) elle va
converger pour xi, ce qui n”est pas possible, donc la série donnée

diverge pour tous les x tels que |z| > |z1].

° Remal'que . Aux extrémités de l'intervalle, on a aucune informa-
tion sur la convergence de la série.
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Calcul du rayon de convergence
Soit la série des valeurs absolues..
|ao| + |arz| + |aga®| + ...... + lapz™| + .

Appliquons le critére de D’alembert :

n+1

. Up+1 . Up41T . An41
Lim = Lim | ————| = Lim | ——| |z|
n—00 Uy n—oo apx™ n—oo | Gy

Il y a convergence si
- An+1 1
Lim 2] <1 = |z| <
n—00 n Lim An41
n—oo an

Ce qui donne comme rayon de convergence

Qn

R = Lim

n—00

an+1
En faisant la méme chose avec la régle de Cauchy, on obtient

1
Lim/|ay|
n—oo
Une série entiere ag 4+ a1z +asz? + ...... + apz™ + ... est

majorable sur tout intervalle fermé [—a, o entiérement contenu
dans le domaine de convergence.
Comme « < R, la série numérique suivante

lao| + |a1] a + |az| @® + ...... + lay|a™ + ..

est convergente, mais pour |z| < o, on a |apz"| < |an|a”,
ce qui prouve que la série est majorable
sur lintervalle fermé [—a, o]
1. La somme d’une série entiére est une fonction continue
sur tout intervalle fermé [—a, a] entiérement contenu dans
le domaine de convergence
2. Si les bornes d’intégration a, b appartiennent & I'intervalle
de convergence d’une série entiére, 'intégrale de la somme de la série
est égale & la somme des intégrales de chaque terme de la série.
3.SionaD.=(—R,R) pour la série

S(z) = ag + a1z + azz® + ... +apz” + ....(1)
la série des dérivées

o(x) = a1 + 2a2x + ....... +(n+1)ap1z” +....(2)
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admet le méme domaine de convergence avec en plus p(z) = S'(z).
On calcule le rayon de convergence de la série dérivée .

(n+1)ant1
(n+2)any2

.| On41
= Lim | ==

n—o0o

R = Lim =R

n—oo

Ap+42

On a ainsi le méme domaine de convergence, la série dérivée
est alors majorable & I'intérieur de D, la série entiére (1) est
donc dérivable ce qui nous permet d’écrire

o0 ! o0
g apx™ | = E na,z" "t
n=1 n=1

La série (2) peut étre dérivée de nouveau et il est alors possible
de continuer ce processus indéfiniment, en conclusion une série entiére
est Csur tout intervalle contenu dans le domaine de convergence.
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Tableau des développements des fonctions usuelles

' R g2+l
sinz = $_§+ﬁ+ ......... +(-) @iy D.=1IR
1,2 ],‘4 17,’2”
cosr = 1,§+I+ ......... + (-1 20! F o, D.=1IR
1 z  a? "
T — — J— — —
R TR TR T D.=1IR
oo Lz, 1" D.=1IR
e = a *ﬁ‘f’a‘f’ ......... +( ) H+ ................ . =
[T 221
shr = o+ —+ —+ .eeen. e D.=1R
s Tyt tenr T :
1.2 m4 $2n
chr = 1+§+Z+ ......... +(2n)!+ ..................... D.=1IR
-1 ~1)....(m — 1
(1+2)" = 1+mx+%x2+ ..... 41 (T” tD)ny
! n!
m >0 D.=[-1, 1]
Développement valable pour -1<m<0, D.=]-1, 1]
m=< 1, D, =]-1, 1]
Application de la formule du binéme de Newton :
e |m=—1
1 2 n
s = l+z+az”+ . Fa D.=]-1,1]
1
el l—2+22 + F(=D)"E™ F e D, =]-1,1]
x? 1‘3 "
In(1 — = —r— — = — — e e D.=]—-1,1
n(l — ) e ” e=]—-11]
22 2 z"
In(l4+2) = - %= +"% — .. —1) e .D.=]—1,1
n(+a) = o- T+ -1 E A
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° m = —5
1 113
= 1-= g2
Ttz PR E
1 113
= 14— U2
T + 2:6 + 2-493 +
1 1 1.3 13520 — 1)
= 1424t e T
N HREY R Y o) O
. N 123  1.32° 1.3.5... (2n —1) a2+t
arcsmr = T - et LIRS L I i nPPN
° 23 245 246....... (2n) 2n+1)
7r 123 1.32° 1.3.50 e (2n —1) 2%+l
arccosxr = — L — = — T T e e ——— PSP
2 23 245 2.4.6.......... (2n) (2n+1)
1.3 5 $2n+1
argtanx = 3:7§+€f .............. + (- )”2n+1 ..................... D.=[-1,1]
L]
1 1 1.3 1.3.5. (20— 1)
—_ = 1-Z2?+ Zat syt T Ty
N R W R e s W W @2n) *
tx®  1.32° 1.3.5..... (2n—1) a2t
sinhz = 1 l+a?) oL 42 4 —1"
are S R Rl S Y W YR 2n) (2n+
argcoshe = In(z+ v/2? — 1) ='pas de dévellopement en série entiere.
1+z z® 2P x2ntl
argcothz = ln(lix)::c-i-?-i-?— .............. g 1 Do D, =[-1,1]
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Exercices

Exercice 1:

Calculer le rayon de convergence des séries entiéres définies comme suit

a) E n z", b) g n? z" | ¢ g P d) g nlz"
n=1 n=1 n=2 n n=0
o0 o0 2n
2 T
WU
e) E nlz™,  f) g .
coshn
n=0 n=0

Faire ’étude aux bornes de l'intervalle de convergence pour chaque série.

Exercice 2:

Calculer les sommes des séries entiéres. suivantes :

a) E n z", b) E n? 2™, c) E 71
n=1 n=1 n=2 n

Exercice 3:

Calculer les sommes des trois séries enti¢res suivantes pour tout x réel

Exercice 4:

Développer en série entiére les fonctions suivantes

1 .
—_—, e, tanz, (1+x)"
(2z +3)

x
m, In cos(x)
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Exercice 5:

Calculer le rayon de convergence et la somme de la série entiere :

n?t+dn+1
Sl
n=0

Exercice 6:

27
Soit j=e 3 | une des racines cubiques de I'unité.
Calculer pour tout k entier positif, la somme : 1+ 3%+ 2% En déduire la somme
de la série entiere:

Exercice 7:

Trouver la solution de I'équation différentielle y* — 2xy’ — 4y = 0 vérifiant
les conditions initiales y(0) = 0 et y/(0) = 1.

Exercice 8:

Développer en série entiére les fonctions suivantes : f(z) = o ( a >
0), g(z) = cos(z + a), h(x) = sin(z + a).
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Solutions

Exercice 1:
a)z n " ,on applique le critére de D’ Alembert

n=1

= lim n =1

r= lim AT T)

n— oo

Ap 41
e Etude aux bornes :

r=1 = ona Z n, la série est divergente

n=1
oo

r=-1=ona Z n(=1)", la série est divergente

n—
Domaine de convergence |—1,1].

b) Z n? 2™, On applique le critére de D’Alembert
n=1

2
. \ n
r= lim = lim 5 =1
n—00 | Ap41 n—»oo(n+ 1)
Aux bornes du domaine de convergence, pour z = 1 et = = —1, le terme

général ne tend pas vers zéro, la série diverge, = Domaine de convergence
|-1,1].

oY "

n=2
Calcul du rayon de convergence :

. n .(n+2)n:

=1
[ n—oo(n+1)(n—1)" n+1

n—oo

An+1

Etude aux bornes de l'intervalle de convergence (—1,1)
= n
Pour z =1, E 27113 série ne converge pas ( équivalence avec la série
n2 —
n=2
harmonique)

1774
Pour z = —1, Z ~————la série converge.(critére de Liebniz)

— Domaine dc convcrgcncc [-1,1].

a 1
d nla”, a, =nl = —— =
) Z ’ " Ap41 n+1

r = lim

n—oo

= 0 = Domaine de convergence : {0}
Ap41
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e 2
e) Zn!m" .

n=0

Pour trouver le rayon de convergence, on

applique le critére de D’alembert, ce qui donne :
(n+ 1)1 g(n+D?

lim
nllzn?

n—oo

= lim (n+ 1) 22!

n— o0

2n+1

La suite obtenue : u,, = (n+ 1) |z| converge vers 0 si |z| < 1

et tend vers +oo pour |z| > 1.

2
Si |z| = 1, le terme général de la série n! (£1)" ne tend pas

vers 0, la série diverge.
= Domaine de convergence : |—1,1]

x
f) Z coshn’

n=0
On utilise ’équivalence suivante :
n —n n
e —e e
coshn=————=x~— ne V()
2 2
xZn 21.2’”

~

d’ou : ~—
coshn  en

Pour trouver le rayon de convergence, on apphquc le critére de D’alembert

2g2F2 en x?
ce qui nous donne : lim =" <1l=|z| < e,
e

n—oo
Ainsi: R= /e
Etude aux bornes

x—if:z

entl QxZn

= 2, la série diverge..
cosh n n—oocoshn

Exercice 2:
Calcul de la somme : Ona n?=n(n—1)+n.
Ce qui nous permet d’écrire

inzx" = an"«kz (n—1)z
n=1

n=2

x Z nz" ! 4 2? Z n(n —1)z"2
n=1 n=2

Sachant que ( par dérivation des séries entiéres) :

oo

1
Zl‘": -l = et
n=0

1—av)27
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on a donc :

T 212 T+
ZHQ.T": 5+ 5 = 3
1-2° (-2 (1-2)

Domaine de convergence [—1,1]

e En décomposant la fraction rationnelle en éléments simples, on a
= n " 1| a” = "
S(z) = == — —
e e

Si =0, S(z)=0
Si z#0

S(z) =

N | =
| —
8|
g
S8
+
—
+
8
[
S8
3
Ll

xn
Sachant In(l —2)=— AR btient -
achant que In(1 — z) ; Z/on obtien
1 x? T
S(z) = % {—x— ?—ln(l—x)} —§ln(1—x)

_ 7% {1+§+<x+%>1n(lfx)}

Exercice 3:
a) En écrivant
cosh (n) = %. On a:

o 2\ 00 —1,.2\" T
=y (6;,) + (62;) =1 (0“2 1)+ ce —1
n =1 n=1 )
l
=Lllex"tee [ -1
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Exercice 4 :

xT

4 6
Z_

1,2
cosz _ o' o1 "

i)e
ii) (1+2)" =exM0+2) =1 4 22 5T —zt+ ...
T oo
i) ——— = > na”
(1 - l’) n =20

iv) Soit f(z) = Incosz,en dérivant on a :

3 5 1 7
fi(z) = —tanax zfxfx—fx—fﬂ

En passant a la primitive, on obtient

T
Incosx = —— — — — — — —— — .....

Exercice 5 :

Calcul du rayon de convergence :

n?+4n+1 (n+1)!

r = lim

n—oo o oml o (4 1) +4(n+1)+1

. (n® +4n+1) (n+ 1)
= m =
n=oo (n 4+ 1)° + 4(n + 1) + 1
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e On utilise I'écriture du polynome donné sous la forme suivante
n>44n+1 =a+bn+en(n—1)
—a=1c=1

onaalors: n?+4n+1=1+bn+n(n—1)
Calculde b :pourn=1 = 6=14+b=10=5
Ce qui donne

n®+4n+1=1+5n+n(n—1)

OIlaldlnsbl ( 1) - - - - .

+on+n(n — z" z

nzo n! B — nf ; n—l) —"_7122(71—2)'7
oo [ee) —
> Ty ety
1:0 n=

Exercice 6 :
211

Soit j = e?, une des racines cubiquesde 'unité.On a :

= 1+ 4% 4+42% =0, si k n’est pas un_multiple de 3
.1 R x"
e a"rl“‘r*"r?%— ----- +H+...
1z g2 jat gram
jr — — 4 J7 ST
ettt et
2, 1 ,]2513 j4x2 ‘]'61‘3 ]nxn
el 7'+7'+T+T+ ..... + ol + ..

En additionnant les trois égalités, on a :

o 3n i j j2a
T e’ + et + el
S@) = Z (3n)! B 3

ExerciceT:
y =2y —4y=0 (1)

On se propose de chercher la solution sous la forme d’une série enticre :

y(z) =ap +a1x+ AT 4 oo+ apxT + ...

on aalors: ap =0, a; =1
Par conséquent :
— 2 3 4 n—3 n—2
y(x) = o+ ax?® + azx® + agz* + ...+ an_3z + ap_oT + s
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y'(x) =1 + 2a97 + 3azz? + dasz® + ... (n—2)a, 22" 3 + ...
Y’ () = 2a9 + 6azz + 12a42% + ...... +n(n— a2 + ...

En substituant ces expressions dans 1’équation (1), et par identification, on
trouve :

203 =0 == ay =0

baz =2 —-4=0 = a3=1

1204 — 4ay — 4ay = 0 —wto
n(n—1)an —2(n—2)an—2 —4an_o=0 ﬁan:%

On a d . _2a3 1 205 1 27 1

PR E T Ty T e T Ty T

Finalement, on obtient : as, =0, aspt1 = —
n

On a la solution suivante :
x3 .’E5 $2n+1 R
y@)=z+ =+ =+ ... + =
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CHAPITRE 4
Séries de Fourier

Remarque :

Si la série converge, sa somme est alors une fonction périodique de période
2m.

Détermination des coefficients de Fourier .

Supposons que la fonction f(z) périodique de période 27 soit représentée
par une série de Fourier convergente dans Uintervalle (—m, +)

f(x):%—&-alcosz-i-blsinx—t- ......... + apcosnx + b, sinnw + ...

On suppose que la série numérique des valeurs absolues des coefficients de
Fourier :

ao] ,
2 £ (anl + 1bal)
n=1
soit convergente, donc la série de Fourier est majorable, ce qui permet
d’écrire ce qui suit:

+m +m o
a
/f(x)dm = / (20 + Z (an cosna + by, sin naz)) dx
—7 -7 n=1
+m o +7 +7
a
= ?Odaz + Z /cos nxdr + /sinnwd:c = Tag
—T n=1 —T —T
Sachant que
+m . .
cosnzdr = {sm nr} =0
n —T
—T
+m n 1
cos ™
sinnzdr = [7 an] = — = [cosnm — cos (—nm)] =0
n l-x n
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on a alors la premiére formule de Fourier

+m
ap = %/f(m)d:c

On utilise les identités trigonométriques

. 1. .
sinmazcosnz = g [sin(m + n)z + sin(m — n)z]
1
cosmETCOSNL = [cos(m + n)z + cos(m — n)x]
. . 1
sinmasinng = o [cos(m — n)z — cos(m + n)z]

Pour calculer les intégrales suivantes :

e Pour n #m

+7 +7 +7
/ sin mx cos nxdz = 0, / cos mz cosnadr = 0, / sinma sin nzdr = 0
- -7 -

e Powrn=m(n>1)

“+m +m
1
/COSQ(n.Z')d:L' = 5/ [cos (2nx) + 1] dx =7

i 1741"#
/sinQ(nI)dz = 5/ [1—cos(2nz)|de =

On a les formules de Fourier
+m
1
a, = — [ f(x)cosnzdz
T
—T
1 i
by, = f/f(:c) sinnzdx
T

¢ Remarque :
Soit f(z) une fonction périodique et de période 27, pour tout A réel on a

+m At+2m
/f(x)dzz / f(z)dx
-7 A
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Décomposons 'intégrale

A2 -7 T A2
[ t@ia= [s@a+ [f@rto s [ s
A A —7 T

Dans la derniére intégrale, il suffit de faire le changement de variable suivant
x =t + 2w, on obtient :

A2 A

[ 1@z = [ rae

Donc I'intégrale d’une fonction périodique a la méme valeur si 'on intégre
sur un intervalle arbitraire dont la longueur est égale la période.

e Soit la fonction périodique de période 27 définie par

fl) =2 —m o<

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 ) 2 4 6 8 10 12 14 16
- X
4
-6
-8
-10
-12
-14
Graphe
Calcul des coefficients +
™ P
L, 12" 2r?
ay=— [ x%de = — | = = —
s T o 3
-
+m . +tm
1 9 1 z2sinnz]” 2 .
ap =— [ z°cosnxdr = — | |——— — — [ zsinnadx
s s n . N
“r -7
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+

2 T cosnm]™ 1 4
ap=——||——— + — [ cosnzdx| = —5 cosnw
nmw n - n n

—T
“+7
1 .
b, = — [ f(z)sinnzdx =0
.
—T
Comme la fonction donnée est monotone par morceaux, bornée et

continue, la fonction est égale a sa série de Fourier

1 22+32

5 2 (cos x  cos2z  cos3dx

m
e’ == +...>, x € [—m, +7]

Pour z = 0,0n obtient

— n2 12
Pour 2 =7 =
S
S =
= 6

Séries de Fourier des fonctions de période 2 w

Soit f une fonction périodique de période 2w.On fait le changement de
variable: x =" t.La nouvelle fonction f (£t> est alors périodique de période 2w
™

iy
développons la en série de Fourier :

w aqn . .
f <7t) =3 + aj cost + by sint + ... + a, cosnt + b, sinnt + ...
g

avec
1 +m 1 +m
a, = f/f (Et) cosntdt, b, = f/f (gt) sin ntdt
g T T T
-7 -7

Avec le retour a la variable x, on a :

t= Ex == dt = gdx
™ T
Ce qui nous donne :
1 n w 1 . nw
an =— [ f () cos—uadz, b, =— [ f (z) sin —uzdx
b ™ T ™
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Le développement de Fourier va alors s’écrire comme suit :

ag w L w w L w
f (z) :5+(l1C087.r+b181n7.’13+‘.‘+(Z,LCOS’I’L7.”L‘+})"SIHTL7]J+.‘.
T T T ™

Séries de Fourier des fonctions paires et impaires

Si f(z) est paire, on a le résultat suivant :

]f(x)dzz /Of(x)dx-‘r/ﬂf(x)dx = —/Of(—t)dt+/7rf(z)dx = 2/f(x)dx
a o 0 T 0 0
Si f(x) est impaire, on a :
/Trf(x)dx = /Of(x)der/ﬂf(I)dx = /Of(t)dt+/ﬂf(x)dx =0
et o 0 ™ 0

En appliquant ces résultats aux calculs des oefficients de Fourier d’une fonc-
tion paire, on obient

2 Ky
a, = 7/f(x) cosnzdr et b, =0
T
0

Pour une fonction impaire, on a

i

by = 7/f(x) sinnzdr et a, =0
0

Séries de Fourier sous forme complexe

Soit la fonction f(z) périodique de période 27 représentée par sa série de
Fourier

ao

[ee)
5 + Z [a,, cosnx + by, sin na

n=1

f()
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En utilisant la formule d’Euler, on peut écrire

inT —inx inx —inx
e t+e et —

. e
SINNT =

cosnx = y
2 ’ 2i

Ce qui nous donne

i inx —inx inx —inx
ag et 4 e et —e
= 5 n bn -
o = Gy {a T, }

o . .
Qo an — an inx an + an —inx
- TZ[ D ine 2, ]

n=1
Posons alors

C*@ (,,an_ibn o e _ap + by
0_27 n— 2 —n— 2

On peut écrire la série de fourier sous la forme suivante :

00 0
f($) — COJF § cnemm:+cinefz7m:: E Cnezn.’l:

n=1 n=-—o00

On a ainsi la formulation complexe<de la série de Fourier avec :

+7
1 —ine
Cp = —/f(:c)e Tl n € Z
27
—T

Approximation en moyenne dune fonction
au moyen d:un polynome trigonométrique

Soit une fonction f(z) sur [a,b] et on essaye d’évaluer lerreur commise
lorsqu’on remplace cette fonction par une autre fonction g(z).On peut par ex-
emple considérer que erreur est représentée par ’expression :

max |f(x) — g(2)]

Ceci est appelé écart maximum.Mais on utilise beaucoup plus 1’écart
quadratique moyen ¢ défini par :

b
Py [ 170) -~ g(o)* da
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« Données du probléme :

Soit une fonction périodique f(z) de période 27r. Parmi tous les polynémes
trigonométriques d’ordre n

n
%‘F ;ak coskx + ), sinkx

On montre que c’est le polynédme de Fourier qui donne la meilleure ap-
proximation possible, dans ce cas on a I’écart quadratique comme suit :

+m
1 2 a - 2,42
; f (ﬂf)d.Z’*?* Zak+bk
o k=1
on en déduit I'inégalité de Bessel :

2 T
/ PHa)de =03 (a+)

k=1

Et si on fait tendre n vers Uinfini, 'écart quadratique est nul (§ = 0) et on
obtient I’égalité de Liapounov-Parseval :

17}2( )d —”—3+§: 2 452)
- xr)ar = 2 n:I a
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Exercices

Exercice 1:

Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur |-, +7[
par: f(z) =a’.

e En déduire les valeurs des séries numériques :

oo (o] n+1 o)
1 -1 1
=S an,B:E (St n)2 ,C = T
n=1 n=1 n=1 ( n— )

e En utilisant I'¢galité de Liapounov- Parseval :

ﬁ-‘ri 240) = /f
2 71

n=1

Calculer les sommes:

D:§ — E=Y ———
) 4
e nt = (2n+1)

Exercice 2 .

Soit f la fonction de période 27 et impaire, égale a (%) sur |0, 7] .

i) Tracer le graphe de f sur lintervalle [—2, 27] .

ii) Donner lexpression de f dans l'intervalle |-, 0].

iii) Calculer les coefficients de Fourier .

iv) Ecrire la fonction f en série de Fourier . En déduire la valeur de :

Z smrin)

n>1

Exercice 3 :
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Soit f la fonction de période 27, égale a :

f(x):{ 0siz € ]-m,0

dz si x € 10,7

e Tracer le graphe de f sur l'intervalle [—3m, 37]

e Calculer les coefficients de Fourier et donner le développement de f en
série de Fourier.

e Etudier le cas x = 0, en déduire la valeur de la somme de la série numérique

1
> (2n —1)°

nr1

Exercice 4 :
Soit f la fonction de période 27, définie par :

f(x) =x*—n?x)siz € |-, 4]

e Trouver I'expression‘de la fonction f sur 'intervalle [+, 3] .
e Tracer le graphe sur l'intervalle [—, 37].
e Calculer les coefficients de Fourier associés a la fonction f

e Donner le développement de f en série de Fourier.

Exercice 5 :

Soit f la fonction périodique de période 27, définie par :

f@)= Z—lal, ae [-m].

e Tracer le graphe de f sur Uintervalle [—3m, 37].

e Calculer les coefficients de Fourier et écrire la série de Fourier de f .
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e Calculer, en utilisant la formule de Liapounov-Parseval, la somme de
la série numeérique :
oo

2n+1

Exercice 6 :
Soit f la fonction impaire, périodique, définie par :

f(z) =cosz, =€ ]0,7].

e Tracer le graphe de f sur lintervalle [—27, 27] .
e Donner lexpression de f dans 'intervalle =, 0].

e Calculer les coefficients de Fourier et écrire la série de Fourier de [ .
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SOLUTIONS

Exercice 1 :

Soit la fonction périodique de période 27 définie par :

flz)=22 —m<z=<nm

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8§ 10 12 14 16

Graphe

La fonction est paire = b,, = 0, autrement dit la fonction est développable
en série de cosinus.

iy

" 2 2, 2 5
(it) Calcul de q, : a():;/x d.I'fgﬂ'

Calcul des q, :

SR

Ap =

/ac2 cos(nz)dx
0

On fait une intégration par parties en posant :
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u = 2°= du=2zdx

dv = cos(nx)dr = v = sin (nz)

n

Ce qui donne :

2{9c2sin(m:)}7r 2/2xsm(nm /
a, =~ |—>—| - | dx=—— [asin(nz)

™ n 0 ™ n

En utilisant une deuxiéme fois I'intégration par parties, on obtient :

u = == du=dzx
dv = sin(nz)dr = v=— cos (nz)
n

n mw n

0 — 4 [_wcos (nx)} +/cos (nx) iz
o n

L’intégrale restant a calculer étant nulle, on a finalement :

4(-1)"

Ay = )

n

Comme la fonction est monotone par tranches, bornée et continue sur R, la
série de Fourier de la fonction donnée s’écrit :

w2 cost  cos2r  cos3x (=1)" cosnx
x)=——4 - —————+ .
f@)=3 ( 1 22 2 Tt )
Pour x =0, on a :
1 1 (-1)" w2
l—-=+=+.... =
22 * 32 ot n? * 12
Pour x = 7, on obtient :
2
5 T 1 1 1 1
—_ 74 7777777 _
T3 ( 122 32 el
11 1 2
Cequ;donne: 14+ = +3—2+ +§+.:%
1 m 7r4
D=3 =145

Exercice 2 :
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(i) Graphe de la fonction sur |27, 27| :

Y 14
12
10

Graphe

(ii) Calcul des coefficients de Fourier

La fonction est impaire =>'ag = a,, = 0, autrement dit la fonction est
développable en série de sinus.

a) Calcul des s, -

by, =

N

/7r(7r ; 2) sin(nz)dx

On fait une intégration par parties en posant :

u = (ﬂ;x) — du =

dw

dv = sin(nz)dr = v=— cos (nz)
n

Ce qui donne :

™

b, — 2 [ (m—x)cos (nx)} B g/cos (nz) iz
b 2n g T 2n
0



On a finalement

(iii) D’aprés le théoréme de Dirichlet, vu que la fonction est bornée, monotone
par morceaux, on a

, stz €]0,7

La fontion étant continue au point z = 1,d’aprés toujours le théoréme de
Dirichlet, on a :

(iv) En utlisant la formule de Liapounov-Parseval, on a

o) 7r _ 2 _ _ 377" 2
ZLQ:E/ Toa\ L2 —(m—a) | T
n T 2 T 12 6

0 0

o]

1 2
Ce qui donne finalement : — = —
d T; n2 6

Exercice 3 :

Graphe de la fonction sur |—3m, 37 :
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g+

Graphe
e Calcul des coefficients de Fourier :

La fonction donnée n’est ni paire ni impaire .

Calcul de «,

Calcul des a,

an = l/f(ac) cos(nz)dzx = l/4$ cos(nx)dx
™ ™
-7 0

On fait une intégration par parties en posant :

u = 4o = du=4dx
dv = cos(nx)dr = v = sin (nz)
n

Ce qui donne :

1 [4zsin(nz)]™ 4 [sin(n: 1
an = — {77, = (nr)} - 7/€1n (nz) dz = — [cosna]g

™ n 0o . n ™

0

4 4 n —i pour n impair
= —5lcosnr—1]= —[(-1)" - 1] = ™2
™

2 .
™ 0, pour n pair
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Calcul des »,

by, = l/f(z) sin(nz)dx = l/4x sin(nz)dx
™ ™
-7 0

On fait une intégration par parties en posant :

dr = du = 4dx

S
I

dv = sin(nz)de = v=— cos (nz)
n

Ce qui donne :

b, = 1 {_ 4x cos (nm)} N é/cos (nx) i
™ 0

n

On a finalement

4 .
4 —< pour m pair
bo=—(=1)"" g
a ——  pour n impair
n

D’aprés le théoréeme de Dirichlet, vu que la fonction est bornée, monotone
par morceaux, on a dans l'intervalle |0, 27|

o]

fla)=dw=m—3 [(281) cos (2~ 1)+ (~1)"* s (na)
m(2n — n

n=1

La fonction étant continue a l'origine, 1'égalité ci-dessus est valable pour
z =0, dou

n—l 8

1:
u
H
M8
:1
3
|
M
‘ﬂ

Exercice 4 :

Graphe de la fonction sur |-, 3n [ :
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60 T

20 T

40+

Graphe

e Expression de la fonction f sur l'intervalle [, 37|

f(@) = flz—27) = (2 — 27)° — 7% (z — 2)
Calcul des coefficients de Fourier.
La fonction donnée étant impaire = ag = a,, =0

Calcul des b, :

b, =

ERES

/7r (Jc3 - 7233) sin (nx) dz
0

Pour le calcul, on utilise une intégration par parties en posant :

U = .7:377r2,r$du:(3.7:277r2)dx
dv = sin(nx) éU:*M
n
Ce qui donne :
2 .
by = — [ (32% — 77 d
= (32® — 7°) cos (nz) dz

Pour terminer les calculs, on utilise le méme procédé ( on fait alors deux
intégration par parties) d’ou le résultat suivant :
™
2 .
by, = f/ (x‘3 - 7r2:r:) sin (nx) de = (—1)

™
0
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Développement en série de Fourier

La fonction f étant continue, elle est alors égale a sa série de Fourier :

f(z) =23 — 7z = Z (=" 7173 sin (nx), € [—m, +7]

n=1

Exercice 5 :

Graphe :

Graphe

ii) ( 3 points ) Calcul des coefficients de Fourier

la fonction est paire =— b,=0

2 m 2 |7 22"
“O—;/(rﬂf)dw—;hx‘ﬂo—o
9 7
an:f‘/ (Efx) cos nxdx
m 2

0
On fait une intégration par parties en posant
T
u = <§ - T> , dv = cosnzxdx
sin(nz)

du = —dx; v=
n
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Ce qui nous donne :

iy

2 <7r )%mna‘ ”+2/'§1n 2 fcos (na)]"
an—ﬂ_ 2 T = 7'l"rL2 CcoSs (nx 0

0

2 ,
an = T2 [1 - (_1)71]
La fonction est continue, monotone, bornée sur R, elle est égale
a sa série de Fourier

£(z) 4 cosa + 9 3z cosbx cos(2n+ 1)z
= — [cosz 4+ —_
T 32 52 (2n +1)?
ou encore :
™ 4 cos3zr  cosbx cos(2n+1)x
——r=—|cosT+ —5—+——+..... ————+...|, z€0,7]
2 ™ 32 52 (2n+1)

o Formule de Liapounov-Parseval :

ks
2 e 2
% + z (a% +02) = ;/fz (z)dz (-f étant une fonction paire )
n=1

Ce qui donne :

=16 2f, e 2] (5-a)
Zﬁfﬂ/u Pacs |-G }

T2 (2n+1 J
S o= -5
— 2n+1 3T e 6
- > 1 wt
Finalement on obtient.: Z — =
—(2n+1) 96

Exercice 6 :
i) Graphe : f est impaire, périodique et f(z) =cosz , z €10, 7|
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X
Graphe
ii) L’expression de f I'intervalle |—m,0[ ¢ f(x) = — cosx, la fonction donnée
est de période 7 = f(x) = cos(x + ) = — cosx.

iii) Calcul des coefficients de Fourier : La fonction f étant impaire
= ap=a,= 0.
T
Calcul des b, : La période est égale a : T'=2w =71 —= w = 5

T
2

w
4
b, = /f(x) sin’ " zdz = 7/cosxsin2nxdx
w ™
0 0

ISEEN

Sachant que :

sin (2n + 1)z +sin(2n — 1)z

cosx sin2nx = 2

ona :

s
b — 2 [ cos(2n+1)z  cos(2n—1)z]2 8n
"w 2n+1 2n—1 [,  w(n?2—1)

Développement de Fourier : f est une fonction monotone, bornée, con-
tinue par morceaux elle est égale a sa série de Fourier aux points de continuité,
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o]

cosx = Z ﬁ%sin?ﬂx, z €10, 7]

n=

Aux points de discontinuité de premiére espéce, exemple au point x = 0, la
série de Fourier est égale a la moyenne arithmétique de la limite a gauche, et
de la limite & droite pour x = 0, ce qui donne :

f0-0)+f(0+0) _(=D+1

— -0
2 2
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CHAPITRE 5 :

Sujets d’examens corrigés

Examen du 6 février 2011 :

Exercice 1 :

Etudier la convergence des séries numériques suivantes :

oo 1 o) (—l)n m 2n

nz::lln(n2+n+1)7;\/nZJrn?,;(lJrQn) ’
2

SRR L S (310 (02 4 4) = 20 (n? £ 1)]

n!
n=0 n>=0

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions

(]

Z,fn(m):Z:c(l—w)m", z € [0,1]
n=0

n=0

1. Calculer la somme S(x) de la série sur [0,1] .

2. Calculer la norme : || fy ||, = sup|fn(z)
z € [0,1]

3. Calculer lim ||f,|, est ce que la convergence est normale ?
n—oo

Exercice 3 :

Soit f la fonction paire, périodique de période 27, définie par :
flx)= |7 —z|, z€ [0,7].

1. Donner lexpression de f dans Uintervalle [—, 0] .

2. Tracer le graphe de f sur U'intervalle [—3m, 37].

3. Calculer les coefficients de Fourier .
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4. Ecrire la série de Fourier de f .

5. Etudier le cas x = .
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SOLUTIONS

Exerlcice 1:

~ DV ( série de Bertrand
M D) 3 (n) ( série de Bertrand )

(=1 - s -
—— CV série alternée, critére de Leibniz
=3 ( )
2n \" 1 1
= — — DV
(1 + 2n> 1\ e 70
2n

2 1 2
71+7711+ ~ n—' CV ( critere de D/Alembert )
n n

Uy = [3ln (n2 +'1) —2In (n3 + 1)]
=3In (nz) +3In <1+ni2> —2In (n“) —2In <1+ %)

:31n(1+%>721n<1+%>
n n
3

~ 3 CV ( série de Riemann ).

Exercice 2 :

z, st xel0,1
's(w):{o sile[ |

o fu(z) =a(l—z)a" = fi(z) =[(n+1) = (n+2)z]z"

- 0 n+1
n+2
7, (z) + 0 -
n+1 <n+l)"
2
£ () o/ (n+2) nt2 o

n+1 n+1\"
nfnnmzi( )

(n+2)° \n+2
1 n
1 —
. n+1 (+n>
Ifalloe =

(n+2)° (1+%>"

Sachant que  lim <1 + E) —
n— 00 n

1 .
= fallae - = lim [[fall =0
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e Comme la série numérique de terme général | u, = — | diverge .La con-
ne

vergence n’est pas normale.

Exercice 3 :
o f(x)=a+m, xz€ [-70

e Graphe

Graphe
e Calcul des coefficients de Fourier

la fonction est paire — b,=0

_27T 2 (m—xz)? 7r_
a()f;/(wfx)dxfg |:2}07r

0
T

2
an = f/ (7 — z) cosnxdz
T

0
On fait une intégration par parties en posant
u=m—x, dv=cosnxdr

du = —dx; v= 7sm(nx)
n

Ce qui donne : a, =

EREN

/sm(nr) dp = 2 {COS;’LI]W
. n
0



2 {cosmr—l} 2

an=—2 |20 = 2 ()

™ n

e La fonction est continue, monotone, bornée sur R, elle est égale a sa série de

Fourier £ (x) 7r+4 cosz + 5% 3z 4 co8 S cos(2n+ 1)z

urier = —T— ST T —(—5— T ——5— T eeenn S EE— —
2w 32 52 (2n+1)°

ou encore :
T 4 cos3zr  cosbx cos(2n+1)x
T—r = —-+— [cosx + + + s + 5 , X €

2 7 32 52 (2n+1)

0,7]

e Pour z =7, ona ( Théoréme de Dirichlet )
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Examen de février 2010

Exercice 1 :
e Donner l'expression du terme général de la série :
1 2 3 4 5

Etudier alors la convergence.

e Etudier la convergence des 5 séries numériques suivantes :

1 1 1
—= 1 1 1+—)1 1+ —
Z\/ﬁ Zognog( +n)0g( +n2>

nr1 n>1
2
3+ n? n+1\" (-1)"+1
SR S (i)l
n=0 n=0 n>=1

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions S(z) = Z fo(z) = Z 22 (1—2)"., z€]0,1]
n=0 n=0

1. Calculer la somme S(z) de la série sur [0, 1]

2. Calculer la norme suivante : || ||, = sup|fn(2)]
z€[0,1]

3. Caractériser les types de convergence.

Exercice 3 :

Soit £ la fonction périodique de période 27 égale a :
x
cos 5 sur [—m, 7]
1. Tracer le graphe de f sur Uintervalle [—3m, 3]

2. Calculer aqg et b,
4 (71)n+1
m(4n? — 1)

4. Donner le développement de f en série de Fourier

3. Montrer que : a, =

74



SOLUTIONS

Exercice 1 :

(=" (n+1)

, le terme général n’a pas de limite la série diverge
4n +1

® U, =

1
° ——, série divergente
> L :

nrl

1 1 It
e lognlog (1 + 7> log <1 + 7) ~ 080 , série de Bertrand convergente
n n n

3

3 2 2
° tn Uy = n—, critére de D’Alembert
n! n!
1)? nl 1
Lim Yt _ gy D mb et
n—o0 U, n—oo (n + 1)! n? n—oo n

La série est convergente .

7L2 ’IL2
'Z n+1 - n+1
n+2) 7" n42

n>=0

On applique le critére de Cauchy

n—00 n—oo \ N + 2

1\" ‘ 1
Lim\/u, = Lim <n+ ) =Lim——%5 =—=-<1

La série est convergente .
(-)"+1
« >
n=1

On a la somme de deux séries, l'une est convergente ( série harmonique

alternée), Pautre est divergente ( série harmonique),la somme est divergente.

Exercice 2 :
e On a une série géométrique de raison (1 —z) = s(z) =

avec s(0) =0 et s(1) =1 donc s(z) = z sur [0,1].( 2 points )
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o |[fulle = sup|fu(x)| = .= & — terme général d'une série
e 2€10.1] (2+n)’ (H_g) n?
n
convergente.

e On a alors tous les types de convergence: normale, uniforme, absolue et
simple sur [0, 1] .

Exercice 3 :

e Graphe de la fonction périodique et de période 27 : f(z) = cosg

Graphe
e La fonction est paire, les b,, sont tous nuls

2 . 2 .
Calcul de ag : ap = — /0 cos Edz = — [2 smg
" 2 T

[\
P
f=} 3
Il
ERES
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Calcul de ay, :

2 [T T 1 [7 2n + 1 2n — 1
a, = — cos — cosnxdr = — cos T + cos x| de
T Jo 2 T Jo 2 2

1
P sin (2n — 1) E}

2 1 T
= = in (204 1) =
w{ sin (2n + )2+2n7 5

2n +1

S ¢ pai 2 1 . 7r+ 1 . < 7r>
i nest pair = a,= — sin — sin(——= )| =
pa R A R B TN el Q)

2 1 1 B 4
Com|2n+1l 2n—1] 7w@4n2-1)
Si n est impair <= a, = 4
' P " m(4n? —1)
4 (="t
Donc : a, = m

e Ecriture du développement en série de Fourier

[eS) 4(71 n+1

T 2
COS§:;+;mcosm:, x € [-m, 7

T



EXAMEN DE MARS 2010

Exercice 1 :

Etudier la convergence des 5 séries numériques suivantes :

1 (1
Z s F COSs F

n>1

NI S

nx0 n>=0 nx1

Exercice 2 :

1
2;;\/25n’

Soit la série de fonctions :
S)=Y fal@) = Va@-z)".; z€[0,1]
n=0 n=0

1. Calculer la somme S(x) de la série sur [0, 1] .Est ce que la
convergence est uniforme.
2. Calculer la norme suivante : || fy,]|.. = sup|fn()].
z€(0,1]
Etudier la série de terme général || f, ||, -
3. Calculer la somme dé la série alternée Z (=1)" V& (1 —z)"sur [0,1]

n=0

Exercice 3 :

On définit une fonction périodique de période 27 comme suit :

- -1, pour —m 22 =x0
f(‘B)_{ +1, pour 0 <z =<mw
1. Tracer le graphe de f sur lintervalle [—57, 57|
2. Calculer les coefficients de Fourier

3. Ecrire le développement de f en série de Fourier

4. En déduire la somme de la série numérique

11
A=1-Z+ 4.
Sttt
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SOLUTIONS

Exercice 1 :

1 . . .
° E \/t, série de Riemann divergente .
vt 25n
It 1 1 L .
e sin— cos — & — , série de de Riemann convergente .
n? n? n?

nTL
o up = —, critere de D’Alembert
n!

n . 1 . "
Lim 4ntL :Lzmi(n+ .— = Lim 1+—-) =e
n—oo U, n—s o0 (n + 1)! nn n—oo M n—o0 n

La série est divergente .

2 2
n—1\" n—1\"
n = O 1i le critere de Cauch;
° z%(n+6> , U (n+6) n applique le critere de Cauchy

. . n—1\" . (1—%)" et 1
fi’lﬁﬁfﬂﬁ<n+6> ’fi@ﬁ%)"*?s*,7<1

La série est convergente .

23 (—1)" +5
.y BED

n

, on a la somme de deux séries, 'une est convergente (
n>=1

série harmonique alternée), 'autre est divergente ( série harmonique),la
somme est divergente.

Exercice 2 :
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ainsi : s(0) =0, s(1) = 1.0n a une série géométrique de raison (1 — x)

— ) = V& [y | = o s 0l

La convergence est simple sur [0, 1] ,les fonctions f,(z) = /z (1 — z) sont
continues sur [0, 1], mais la fonction somme de la série n’est pas continue sur
[0,1] ,la convergence n’est pas uniforme .

n—1
« Ona fule) = va(l—a)" = f,/(z) = % 12 (1+2n)
4 A
[falloe = sUP|fn(2)] = —m=. <= = —=
<€(0.1] V2+n <1+27> Vvn
n
terme général d’une série divergente.
o S@)=>(-)"VE(l-a)" = \/5(1 —(l—a)+(1-2) )
n=0
N VT VT
/ : = = ¢ = 1)=1
d’on S(x) — -1 2-2 avec 5S(0) = 0 et S(1)
Exercice 3 :
Graphe
s+
y
s
34
Pus
1
9 8 7 6 5 4 3 2 4 12 3 4 5 6 7 8 9
| X
2+
3+
4+
54
Graphe

e La fonction est impaire, : ag = a, =0
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Calcul de b, :

2 (7 2 cosnxl™
b, = — / sinnxdr = — [77] —
T Jo ™ n 0
2 0, sin est pair
= —|[1—cosnn] = 4 ) _
nm —, si n est impair
nmw

e Ecriture du développement en série de Fourier

4 [sinz  sin3z sin(2n+ 1)z
f<r)’%[1 B o+ 1 }

T . . ) N
e Pour x = —, la fonction est continue, elle est donc égale a sa

série de Fourier ( Dirichlet )

471 1 (—1)"
: 1= g L =a=
Onaz  flo) =+ WL 3t +2n+1+}:>
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Examen de janvier 2012

Exercice 1 :

Etudier la convergence des séries numériques suivantes :

Exercice 2 :

Soit la suite de fonctions
fu(z)= nx’e ™ | reRF
i) Calculer la limite simple de la suite de fonctions :

lim .f, (z)=f(x), z € RT

n—-+4oo

ii) Calculer la norme :

“f'n, - f”ao =sup ‘f’l(]‘)l

z € Rt

iii) Est ce que la convergence est uniforme sur R

Exercice 3 :

Soit f la fonction périodique de période 27, définie par f(x) = 5—|z|, x¢€ [-m,7].
i) Tracer le graphe de f sur l'intervalle [—3m, 37].

ii) Calculer les coefficients de Fourier et écrire la série de Fourier de f .

iii) Calculer, en utilisant la formule de Liapounov-Parseval, la somme de

la série numérique :
o0
Z 2

nO n+1

82



SOLUTIONS

Exercice 1 :
= /3n+1\" ..
Z ( ) .Critere de Cauchy .

n4 2
n=0
3n+1\"  3n+1 3n+1
r nt = nt — lim nt = 3 > 1.La série est diver-
n-+2 n-+2 n—oo

o0 n
-1
g Sl .La série est convergente ( série alternée, critére de Leib-

Z (m)Q soit : u, = ﬂ

v (2n)!’ (2n)!
On a une série a termes positifs, appliquons le critére de D’Alembert
Uprr  (n+DD? 20! @) (n+1)°  (2n)!
U, QM+ m)? @) 2n+1)(2n+2) (n))?
1)? n 1
Yntt _ L = lim Unt1 _ 2 < 1,La série est conver-
gente.
Z sm2n Critére de comparaison
n
n=1
i 1
On 51n2n < —; La série est convergente ( série de Riemann ).
n n

oo .
L. sin n
la série g 5— est donc absolument convergente.
n

n=1
i (n+1)(n+2)..(2n)
n

n=1 (2TL)
On a une série & termes positifs, appliquons le critére de D’Alembert :
Upp1  (n+2)(n+3)...(2n+2) (2n)"

Up 2(n+1)""! (n+1)(n+2)..(2n)
Unpr (20 +1)(2n+2) (2n)"  2(2n+41)(2n)"  2(2n+1)2"n"

Un @n+1)" (r+1) 2w+ 2 (1)
un+1:(2n+1)fr:2n+l< n n:> lim un+1:2<1

Up, (n+ 1)" n+1l \n+1 n—oo Uy e
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La série est donc convergente.

Exercice 2 :

2
o lim f,(z)= lim (na?e ") = lim (nx > =0, sizeR".
—00 n—:oo

n n—soo \ ent

e En effet pour z € R™, on a : ¢ > n?z2.Ce qui nous donne : 0 <

2 1
2 —nx =< nx E——
e “n2? n
o fulz) =nate ™, f(x) = 2nxe " — n2x2e " = nre " (2 — nz)
2
T 0 — 00
n
7 (x) + 0 -
4 —2
fn(-r) 0 / n \_4 0
4
an”oo = Ee
. o4,
e Ona: lim [f,), = lim —e?=0
n—-s00 n—soon,

La convergence de la suite de fonctions est ainsi uniforme sur R™

Exercice 3 :
e Graphe




e Calcul des coefficients de Fourier

la fonction est paire =— b,=0

2 ™ 2 |w 227
=2 (2 —p)de=2|22—-"] =0
a0 77/(2 ;c)ac 7T|:2x QL

0
T

2/ s
ap = — <7 - x) cos nxdx
m 2

0
On fait une intégration par parties en posant

u = <E - :r> , dv = cosnzxdx
2

du = —dx; v=

n
Ce qui nous donne :

2 [/m sin(nz)]™ 2 7rsin(mc) 2 W
w=2](G -2 ]ﬁ;/Td"”:*ﬁ[“’s(””O
0

2
2 [1 - (71)11]
La fonction est continue, monotone, bornée sur R, elle est égale a sa série de
Fourier :

sin(nz)

Gp

Fz) = 4 oz 4 &5 3z cosbx 4 co8 @2n+1)a
m 32 52 T (2n+ 1)
ou encore :
T 4 cosz 4 & 3z 4 co8 5 cos(2n+ 1)z 0, 7]
——r=—|CoST+ o+ ——— + . T
2 ™ 32 52 (2n+ 1) ’

e Formule de Liapounov-Parseval :

@ N~z g2y 2 [
5 +) (a2 +02) = = | la)dz
n=1 0

( f étant une fonction paire ) .Ce qui donne :

2n+1 ™

i g/7r ,,x dx—f —@3
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n=1

Finalement on obtient :

>

n:l

i 16
72 (2n+ 1)

2n+1 T 96
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EXAMEN DE FEVRIER 2013

Exercice 1 :

Etudier la nature des séries numeériques suivantes :

0017 + 2 oo 1 o0 B
Z 7:1' - ) Z n? ’ZQ v

— : — 1 —
n=0 n=1 n=1
1

( + 2n — 1)
i 1 > (-D)"+1
n=1 Vi Vn+1) n>=1 n

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions :

an(x)zzlﬁ, IG[U,I}

n=1

a) Calculer la somme S(x) de la série sur [0, 1]

b) Montrer que cette série converge absolument.

c) Est ce que la convergence est uniforme sur [0, 1] .
d) Soit la série de terme général :

71 VL'
U (z).= (=) In,n>0, z € 0,1]

1+ 22)

Montrer que la série est uniformément convergente, mais qu’elle n’est pas

normalement convergente sur [0,1].

Exercice 3 :

Soit f la fonction périodique de période 27 définie comme suit :

T G] 7r+7r[
Z o _t4r
47 272
f(x) = T v +7r +37r
4’ 27 2

i) Tracer le graphe de f sur l'intervalle [—3m, 37].
ii) Calculer les coefficients de Fourier.
iii) Donner le développement de f en série de Fourier.
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SOLUTIONS

Exercice 1 :

1—n+n? n .
— = u, = —, critére de D’Alembert
n! n!
1% nl 1
L= Limtntt gy, D nt L
n—oo Up, n—oo (N + 1)' n n—oo N
La série est convergente. ————————, on a une série a termes positifs on
1
1+
2n — 1)
1 1
applique le critére de Cauchy, /u,, = = lim /u, =

1 1 " . <1+ 1 >7n~»+oo
- n in
+2n71 e 2n —1

=< 1.La série est convergente .On utilise la majoration suivante :

1
———+.Pour @ = 4, 0on a alors l'inégalité suivante :
(ﬁlln(Q)) .
Q’W:e*ﬂln(2)<n2T(2)4 et la série est convergente. ﬁ — N =
Vn+1—y/n 1 1 1 o série est ¢
= =~ = —4,la série est convergente..
vnyn+1 (VR+ 14+ yn)vnyn+1 2nyn 3 &

1
Ve
9=Vl o—VAln(2) <

n 2’!12
=D"+ PR -
E ————, on a la somme de deux séries, l'une est convergente ( série har-
nx1
monique alternée), autre est divergente ( série harmonique)
la somme est divergente.
Autre méthode :

Z(_1)+1*2+2+2+ +2+ .y 1
n T2 46T on T

n=1 n>1
On a ainsi le double de la série harmonique, la série donnée est alors divergente

Exercice 2 :
a) ; (1+22)" - (1+2?) + (1+.7:2)2 + (1+3:2)3 4+
(1+22?) (1+22) (1+$2)2
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On a ainsi une progression géométrique de raison .Ce qui donne

1
(14 2?)
> x 1 1

T
(1+22)" (14422 I "z
n=1 1——
(1+22)
d’ou 1
S@)=1{ 7 stz €]0,1]
0, six=0

b) On a une série de fonctions & termes positifs, on applique le critére de
D’alembert :

n+1 x _

fn(x) 14 a2

¢) Les fonctions f,, () sont continues sur l'intervalle [0, 1], mais la fonction
somme S(z) est discontinue en 0, donc la convergence n’est pas uniforme sur
[0,1].
d) On a une série alternée, pour étudier le type de convergence, on calcule la
norme de la fonction f,.
x

< 1,la série converge absolument .

S0 =y = 2
, _d z 1-(2n-Dx

1
V2n —1

La borne supérieure de la fonction f,, est atteinte pour : © =
Ce qui donne :

1 1

o —1 1+ 1 "
2n—1

I filloe =

Sachant que :

1
n n ln(lﬁ»ﬁ)
3 — 3 n — —
1
Ml > 2=

Donc || f»|| o, tend vers 0 , la séries alternée converge uniformément sur [0, 1]

1
Mais comme la série de terme général ————— est divergente, la

veyv2n—1

convergence n’est pas normale sur [0, 1].

Exercice 3 :
i) Graphe de la fonction périodique et de période 27 :
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— 08+

0.6 T

04T

02T

| | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T

9 8 7 6 -5 4 3 -2 -1 12 3 4 5 6 7 8 9

02T

-04 T

-0.6 T

-0.8 —

Graphe

La fonction est paire = b,= 0

ii) Sachant que la valeur de l'intégrale d’une foction périodique est constante
sur tout intervalle de longueur égale a la période 2r = on calcule les a,, sur
I'intervalle [0, 27] , mais comme la fonction est paire, on peut alors faire les cal-
culs sur seulement I'intervalle [0, 7]

=0

T
2 .57 o T
Calcul de ag: ag = = .[02 Zdz — ]g Zdz =

T
4 4

Calcul de a,, :

RN
I

T
/0 % cos nxdr — /E % cos nxdx

L 2

T
1 9 i

= 3 cosnzdxr — |5 cosnxdr
0 z

L 2
B 1_1‘, n7r+1', nr] 1 . nm
= 3 _nsm 5 TS| = sing
0, sin =2k
= _1)F
ékJr)l’Si n=2%k+1

Ecriture du développement en série de Fourier :

90



Théoréme de Dirichlet : La fonction donnée est monotone par morceaux,
bornée, continue par morceaux,elle est donc égale a sa série de Fourier aux
points de continuité, d’ou :

T
Aux points discontinuité ( multiples impairs de 5), la série de Fourier qui est

E*COSJ? COSB.ZL‘+COS533 n me] ™
4 3 5 o 2’

M

alors égale a 0, est ainsi égale a la demi-somme des limites & gauche et a droite
ie 0.
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EXAMEN DE FEVRIER 2015

Exercice 1 :

Etudier la nature des séries numériques suivantes :

n=1 n=1 n=0
n—1 n? > 2
, /2 71>
((m) X0
n>=0 n=1

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions :

NACESS

n=1 n:l

, € 0,1
(L+ :v2 (Lt 22)*" 0.1]
a) Montrer que cette série converge absolument sur [0, 1].
b) Calculer la somme S(x) de la série sur [0, 1]

c) Est ce que la convergence est uniforme sur [0, 1] .
d) Soit la série de terme général :

(=1)"2?
(1+a22)™

Etudier la convergence uniforme et la convergence

up(x) = n>0, z€l0,1]

normale sur [0,1].

Exercice 3 :
Soit  f la fonction de période 27, définie comme suit :
Q, st x € [0, 7]
fF@) =9 4% )
——, siz € [-m,0]
2
i) Tracer le graphe de f sur l'intervalle [—27, 27] .
ii) Donner l'expression de f dans l'intervalle [—3m, —27] .
iii) Calculer les coefficients de Fourier.
iv) Donner le développement de f en série de Fourier .
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SOLUTIONS

Exercice 1 :

Z #, série de Bertrand avec a =0 .
“= In(2n)

La série est divergente.

oo
- . . X - 1
Z e‘*ﬁ7 on a l'inégalité suivante : eV =2 = eV < — |

2
n=1 n
La série est convergente .
= nl
n
n=0 3
n!
On applique le critére de D’Alembert avec u,, = 30

. Upyr _ (n+1)! 3" n41

u, 3L pl 3

= 400 > 1,la série est divergente.

_ 1 n
Z (n ) , on applique le critére’de Cauchy:

—1\" S1\" 1 \" 1
lim (2 — lim (2 — lim (1= = <1
n—00 n+2 n—eoo\ N + 2 n—oo n+2 e

La série est convergente.

oo
2 . . . 2 )
E ( "/ 2n — 1) , on peut écrire ce qui suit : "V/2n = (Qn)n2 =¢ n? Pour
n=1
n assez grand, on a l’équivalence suivante :

In(2n) In(2
e n?° =1+ n(zn)7

n
In(2n
don: Von—1= (2 )

n
Le terme général de la série donnée est équivalent au terme général d’une série
de Bertrand avec : aw =2 et § = —1.La série est alors convergente.

Exercice 2 :
a) On a une série de fonctions a termes positifs, on applique
le critére de D’Alembert :

fn+1 ('7‘) _ 1
T@  axap
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la série converge absolument
2 2 2

0 2
x T T €T
b = + + + .l
)E:u+w%h (1+22)?  (1+22)*  (1+22)°
x? 1 1
5 1+ 5 + i
(1+22) (I+22)"  (1+2?)
1

On a ainsi une progression géométrique de raison :

n=1

(1422)°
Ce qui donne :
> T B 22 1 B 22
oA+t (14a2)? 1,¥ (1+a2)° -1

(1+a2)*

1 .
S(x)={ 2322 st x €10,1]
0, stxz=0

c) Les fonctions f, (x) sont continues sur lintervalle [0, 1], mais la fonction
somme S(z) est discontinue en 0, donc la‘convergence n’est pas uniforme sur
[0,1].

d) On a une série alternée, pour étudier le type de convergence . On calcule la
norme de la fonction f,.

22
fn(z) = m e

,(x)ii 22 72:617(27171):52
n - dz (1 + x2)2n - (.7?2 + 1)2n+1 .
1
La borne supérieure de la fonction est atteinte pour : X =——=
D fn p Vo1
Ce qui donne :

1

1
O VA
<+2n—1>

Sachant que :

1
1 2n 2n 111<1+7)
Iim (1+ = lim e 2n—1) —,
n—-+0o00 2n — 1

n—-+00

1

= [|fallo = c@n-1)
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Donc || fn]l, tend vers 0 , la séries alternée converge uniformément sur

[0, 1] .Mais comme la série de terme général est divergente, la conver-
e

1
(2n—1)
gence n’est pas normale sur [0,1].

Exercice 3 :
i) Graphe de la fonction périodique et de période 27 :

X
Graphe
ey 10 . ). . 3t+x
ii) I'expression de f dans I'intervalle [—3m, —27]est la suivante: f (z) = 2

iii) La fonction est paire = b,= 0

2 o=
Calcul de ag : ao:;fo %dw:%ﬂ
Calcul de a,, :
2 7w )" r

an = — Jo —5—cos (nz)de = Tfo x cos (nx) dx

1 0, sin =2k
= _(_1\"] — 92
_7m2[1 D=y —= sin=2k-1

T2k — 1)
Ecriture du développement en série de Fourier :

Théoréme de Dirichlet : La fonction donnée est monotone par morceaux,
bornée, continue elle est donc égale a sa série de Fourier, d’ou

T—x 7r+2 COS:Z‘-‘,—COS&T cos 5T " ze)o,q
=4+ = S — s . ,T
2 4 7 32 52 '
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EXERCICES

Exercice 1 :
Donner I'expression du terme général de la série
2,3 4 5

5 9 13+17

1
1

Etudier alors la convergence .
Etudier la convergence des 5 séries numériques suivantes :

1 1 1
Z%, ;lognlog (1+E) log (1+ﬁ)’

n>=1

Z3+n2 Z n+1\" Z(—l)"+1
n! ' n+2 2 n ’

nz0 n=0 n>1

Exercice 2 :: & N
Soit la série de fonctions S(z)= Z fn(z) = Z 22(1-2)"., x€[0,1]
n=0 n=0

1. Calculer la somme S(z) de la série sur [0, 1]

2. Calculer la norme suivante : || f, ||, = sup|fn(z)|
z€[0,1]

3. Caractériser les types de convergence.

Exercice 3 :

x
Soit f la fonction périodique de période 27 égale a cos 5 sur [—7,7)

1. Tracer le graphe de f sur lintervalle [—3m, 37] .

2. Calculer aqg et b,

4 (71)n+1

3. Montrer que : a, = m

4. Donner le développement de f en série de Fourier .
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SOLUTIONS

Exercice 1 :

(=)"(n+1)

in+1
le terme général n’a pas de limite, la série diverge

® Uy =
L
° E T, série divergente
n
n=1

1 1 1
e lognlog (1 + 7> log (1 + —2) =~ isn , série de Bertrand conver-
n n n

gente

3+ n? n? .
. — R un = —, critére de D’Alembert
2
Lo o (n+1)" n! on+1
Lim - = Lzmu.—2 = Lim =0
n—oo Uy, n—00 (n + 1)! n n—oo M

La série est convergente .
2 2
. Z n+1\" n+1\"
U,y =
n+2 o n+2
n>=0

On applique le critére de Cauchy

1 n
L+ =
. ) n+1\" ) ( n) e 1
,%i@v“n:/}i@(Hg) —T%i@(?)n—@ =, <!
1+ =
n

La série est convergente .

-1)"+1
PR

n>1

On a la somme de deux séries, l'une est convergente ( série harmonique

alternée), Pautre est divergente ( série harmonique),la somme est divergente.

Exercice 2 :

On a une série géométrique de raison (1 —z) = s(z) =
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1. avec s(0) =0 et s(1) =1 donc s(z) = x sur [0,1].( 2 points )
4
2. |Ifalloe = sup fn(@)] = —. <
z€(0,1] 2+ n)* (1+2>
n

convergente. On a alors tous les types de convergence: normale, uniforme,
absolue et simple sur [0,1] (1 point ).

A ,
~ — terme général d’une série
n

Exercice 3 :

Graphe de la fonction périodique et de période 27 : f(z) = cosg

Graphe

1. ( 4 points ) La fonction est paire, les b, sont tous nuls .Calcul de ay :

2 x 2 Lox)T 4
ay = ;‘[0 cosgdx == [2sm§]0 =
Calcul de a,, :
2 [T x 1 /" 2n+1 2n —1
a, = — cos — cosnxdr = — cos T + cos x| do
T Jo 2 T Jo 2 2
2 1 1
= {2n+1S1n(2n+1) +msin(2n71) g}

Si + pair . 2 1\.7r+1 ,<7r)7
i n est pair ap = 2n+lbm2 2n7151n 3)| =

Si n est impair = a, =



Donc :
B 4(71)n+1
T (4n? - 1)

Développement en série de Fourier

an

2 & a(=nmt!
COS§—;+;mCOSN‘T7 336[*77771']

99



EXAMEN DE MARS 2010

Exercice 1 :

Etudier la convergence des 5 séries numériques suivantes :

1 .1 1 n"
Zi\/ﬁ, ;SIHECOS <7L72> ,72 H,

nrl 10
= n+6 rert n

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions :
S)=Y fal@) =Y Va@-a)", z€[0,1]
n=0 n=0

1. Calculer la somme S(z) de la série sur [0, 1] .Est ce que la convergence est
uniforme.

2. Calculer la norme suivante : || f,,||o = sup | f, (z)|.Etudier la série de terme

z€[0,1]
général || fr| . -
3. Calculer la somme dela série alternée Z (-1)" /x (1 —x)"sur [0,1]
n=0

Exercice 3 :

On définit une fonction périodique de période 27 comme suit

| =1, pour —m 22 =0
f(x)_{ +1, pour 0 Xz =7

1. Tracer le graphe de f sur Uintervalle [—5m, 57|
2. Calculer les coefficients de Fourier
3. Ecrire le développement de f en série de Fourier

4. En déduire la somme de la série numérique

11
A=1-Z+-+..
stg ot
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SOLUTIONS

Exercice 1 :

1 . . .
E ————, série de Riemann divergente
1 V25n
1 1
sin — cos — ~ —

2 n2 o op2’

n
U = —, critére de D’Alembert :

n!

série de de Riemann convergente.

. )" pl 1) n
LimM:Lim(n;.l:LimM:Lim 1+—) =e
n—00 Uy n—o00 (n + 1)‘ nm n—oo nn n—oo n

La série est divergente .

2 2
_ 1 n _ 1 n
E <n ) , Uy = (n ) On applique le critére de Cauchy
=\ +6 n+6

n—1\" 1-H" et g
T{iqi«/un:Lim( ) :Lim%:Tij%l

n— o0 'n,+6 n—»oo(]__Q_;

La série est convergente .
Z 23(-1)" +5

n

, on ala somme de deux séries, 'une est convergente ( série
n=1

harmonique alternée), lautre est divergente ( série harmonique),la somme est

divergente .

Exercice 2 :
o Y vEl-a)" = Ve (10 -2)+ (-2 + ),
n=0
ainsi : s(0) =0, s(1) =1.0n a une série géométrique de raison (1 — z) —

s(x) = /7 {ﬁ} - % sur 10, 1[.

e La convergence est simple sur [0, 1] les fonctions f,(z) = \/z (1 — ) sont
continues sur [0, 1], mais la fonction somme de la série n’est pas continue
sur [0, 1] ,la convergence n’est pas uniforme.
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On a:

o n—1
ful) = V(1= 2)" = £(0) = 5 (1= (1 20)
4 1 A
Hf"”oo = sulfl)e‘{(l)'Zl(]x)‘ = \/m (1 R i)l’l ~ 7
2n

terme général d’une série divergente.

0o

o S@) = ()" VE(l-a)" = \/5(17(1796)+(17x)2+...) dou

n=0

S(r)z%z% avec S(0)=0et S(1)=1.

Exercice 3 :

e Graphe

e La fonction est impaire, : ap = a, =0
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Calcul de b, :

by, g/ sinnzdr = g [7 cos nx]’r =
0 s

™ n lo
{ 0, si n est pair
4

—, si n est impair
nm

— [1 —cosnr] =
nm

e Ecriture du développement en série de Fourier

4 [sinz  sin3z sin(2n+ 1)z
ﬂr)‘%[ 1 3 o+ 1 -
e Pour x = z, la fonction est continue, elle est donc égale a sa série de

Fourier ( Dirichlet ),on a :

471 1 (—1)" 7
— 1=t =a=T
f@) =+ 71'[1 37 +2n+1+} 4
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EXAMEN DU 6 FEVRIER 2011

Exercice 1 :

Etudier la convergence des séries numériques suivantes :
S ot 2 e ()
n:lln(n2+n+1)7n:0 n2+n7n>1 14 2n ’

2
S EEREL S (30 (02 + 1) - 20 (0 +1)]
nx=0 n n>=0

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions

ifn(x) = ix(l—x)x" sox e [0,1]
n=0 n=0

1. Calculer la somme S(x) de la série sur[0, 1]

2. Calculer la norme : || f, ||, = sup|/fn(z)]
z e [0,1]

3. Calculer lim ||f,|, est ce-que la convergence est normale ?
n—oo

Exercice 3 :
Soit f la fonction paire, périodique de période 2w, définie par f(z) =
|7r7'7’,|7 z € [077}'

1. Donner Pexpression de f dans l'intervalle [—m,0].
2. Tracer le graphe de f sur U'intervalle [—3m, 37] .
3. Calculer les coefficients de Fourier

4. Ecrire la série de Fourier de f .

5. Etudier le cas x = 7
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SOLUTIONS

Exerlcice 1:

PYCEE— abT™ ) série divergente ( série de Bertrand )
n

(=1)
VnZ+n

série convergente ( série alternée, critére de Leibniz )

1
— — # 0 série divergente
e
1 -
+ 2n

2\ 1
1+2n - ( 1)271

2 2
n“+n+1 n . .
———— & — strie convergente ( critere de D7Alembert )
n!

n!
Uy = [3 In (n2 + 1) —2In (n3 + 1)]
1 1
=3In(n?) +3In <1+ﬁ> —21In (n?) ~ 2In <1+ $>

1 1
=3In <1+—2) —2In (1-0—7)
n n
3

~ —; série convergente ( série de Riemann ).
n

Exercice 2 :

z, st x€]0,1
¢ S(x):{o sim:l[ [

o fule) =zl —z)a" = fi(z) = [(n+1) - (n+2)a]"

n+1

T 0 1
n+ 2
£ (z) + 0 —
n-+1 (n+1)"’
2
£, () o/ (n+2) nt2 o
n+1 n+1\"
ol = ———==
(n+2) n-+ 2

1 n
o Ml = 2L
(n+2) (1_'_7)
n
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a n
Sachant que  lim <1 + E) =e°

n— 00

1 .
= fallog = - = lm [[fll =0

. . 1
Comme la série numérique de terme général ( Uy = —
ne

La convergence n’est pas normale.

Exercice 3 :
o f(x)=a+m, xz€ [-m0

e Graphe

) diverge

9 8 7 6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4

Graphe

e ( 3 points ) Calcul des coefficients de Fourier

la fonction est paire =— b,=0
ks

2 T
ao—i/(wx)dz—i{(ﬂ—zx)} =7
0

0
iy

2
an = f/ (m — z) cosnxdz

.

0
On fait une intégration par parties en posant :
u=m—x, dv=cosnzdr
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2

™

sin(nz)

™

n

0

du = —dx; v=
n
2 . ™ 2 .
Ce qui nous donne : a, = — |:(7l' —x) sm(nm)} + */de
T no|, T
[cosnw]”
n? lo

ap = —— 3

2 [cosnm —1 2
T

n

e La fonction est continue, monotone, bornée sur R, elle est
égale a sa série de Fourier :

= — - (-1

[0, 7]

£ () T 4 cosz + & 3z 4 cos bx cos(2n+1)x
=—+— T+ — F—— .. —— + ...
2 7 32 52 (2n +1)°
ou encore :
T 4 cos3r  cosbx cos(2n+1)x
T—r ==+ —=|CO8ST+ —(5— + —5— +..... 5 .l T e
2 32 52 (2n+1)
P .. T 1 1
e Pourz =7, ona ( Théoréme de Dirichlet 0 = —+— | -1 — 3T
ety SRR N i
gzt gt st T8
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EXAMEN DE JANVIER 2015

Exercice 1 :

Etudier la nature des séries numériques suivantes :

o

@ > Ly n—'

n=1
c) ZW, d) Z\/n4+2n+1—\/n4+an (a>0)
n=1 n=1
p
e) Z%(pEZ,a>O)
nx=1

Exercice 2 :

Soit la série de fonctions :
.- ) — .- x o +
Ofn ('E) - Z (1+x)n7 T < R

n= n=1

a) Calculer la somme S(x) de-la série sur RT.
b) Est ce que la convergence est uniforme sur R*.

x
c) Calculer : = sup —-

) Il = sup
d) Etudier la convergence normale sur [a, +oo[, a > 0.

Exercice 3 :

Soit la série entiére :

i) Trouver son domaine de convergence .
ii) Calculer S(z).

et n—1

iii) Calculer la somme de la série entiére : g BT
n=1

[e o)
iv) En déduire la somme de la série numérique : E o

n=1
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SOLUTIONS

Exler(nc? 1: 1 ;
a) a(n) = =~ n(n) = n(n)7 série de Bertrand avec o = —
ny/n nyn 3 2
n2
La série est convergente.
n!
b :
) Z o
Critére de D’Alembert
" n
I = Lim2™t = Limi(n+ 1)+1 Yo~ Lim " -
n~>eo U, n—o0 (n + 1)” ! n—oo (TZ + 1)
1 1
Lim— = -<1

- " e
n—o0 (1 N 7)
n
La série est convergente.

= nl . . n! n!
c) E —5-.on a la majoration :  0< —-
n2n nZw

n=1
la série majorante est convergente = La série est convergente.
Autre méthode en utilisant la régle de D’Alembert :
o . n+1) n¥
= Lim—"tt = Lzm(iz)ﬁ.—
n—s00 U, n—00 (TZ + 1) " n!

nn

= LZ'IYL* =0<1.
n—o0 1
<1+ 7) (n+1)
n

La série est convergente.

d) Uy =vV=n*+2n+1-+vnt+an

B 2—a)n+1 _(2—a)
Vit 4+22n+1++vnt+an  2n

Sia=2, u, =

si a # 2 La série est divergente.

o2’ la série converge.

nP
— ez, a>0

e) ; o (PE€Z a>0)

On utilise la régle de D’ Alembert

= Lim Unt1 _ Lim (n+1)7 a" B 1

n—00 U, n—oo qPtl nP B a
n—oo
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Sia > 1, la série converge .
Sia < 1, la série diverge .

Sia =1, on a une série de Riemann : —.

n—>r
n>1
Si p < —1 :la série converge .

Si p>=—1 :lasérie diverge.

Exercice 2 :
a)Si >0 :

D e Y
= (1+a)" (I+z) (1427 (Q1+2)° 77

1 1
=v|l+ —+—s+....
[ (IT+z) (1422

1
On a ainsi une progression géométrique de raison : r = (+a) <1
T

Ce qui donne :
oo
Z T . 1 aw

n - 1 -

n=0 (1 + I) 1-—

(1+u2)
1+, sizeRT.

EUREN _
dot: S(m)_{ 0, siz=0
b) Les fonctions f, (z) sont continues sur l'intervalle [0,1], mais la fonction
somme S(z) est discontinue en-0; donc la convergence n’est pas uniforme sur
R+
¢) Calcul de la norme dela-fonction f,.

, _i T _ 1 o T
=g (o) " e
Q+z)" —nz(1+2)""" 1-a(n—1)

(1+."L’)2" - (1+r)n+1

La borne supérieure de la fonction f,, est atteinte pour : z =

1
n—1

Ce qui donne :

N
| fall o =sUp | fn ()] = @

zERT (TL - 1)

1
avec I'équivalence : || f,[| . = o
d) Sur [a, +oo[, a > 0.

a
fn 0o —SUp fn z PN
Ml = 1) = )
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a
La série numérique de terme général W est convergente
a
1
<1
1+a )
On a alors une convergence normale sur [a, +00].

( série géométrique de raison r =

]g.}xercice 3:
In

o
n=0
1 ap
i) Calcul du rayon de convergence : On a a, = —,et 7 = Lim =
2n Nn—00 Up41
2
Pour x = £2, on a une série numérique divergente.
Le domaine de convergence est 'intervalle ouvert : |—2, +2[.
ii) On a une progression géométrique de raison r = 5 — S(z) = 2 .
—x
el nmn—l
iii) Calcul de la somme : Z on
n=1
D’aprés ii) on a :
2 3 n
r T T 2
1+ 24+ 4+ o+ =" xe]-2 +2
2 22 23 " 2—z ] [

On peut alors dériver la série entiére terme a terme dans son intervalle de con-
vergence.D’ou :

1+2x+3x2+ er:"*lJr 2 €l-2, +2[
4+ =+ —+ ... — =———S €]
92 22 23 on (27:6)27 ’
n
Pour z = l,on a: E 27:2.
n=1
FIN
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