REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
UNIVERSITE FERHAT ABBAS SETIF1
FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES.

Université Ferhat Abbas Sétif 1

POLYCOPIE DE COURS

POUR LA DEUXIEME ANNEE SM

SERIES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Préparé par

AISSA BENSEGHIR

Année 2017/2018



Table des matieres

Introduction i
1 Suites 2
1.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . ..o 2
1.1.1  Suite convergente . . . . . . . ... 2

1.1.2  Suites adjacentes . . . . . .. ... oo 9

1.1.3  Suites extraites . . . . . . . . ... 9

1.1.4 Suitede Cauchy . . . . . . .. ... oL 10

1.1.5 Suites complexes . . . . . .. ..o 10

1.2 Suites récurrentes . . . . . . . ... 10
1.2.1 Définition . . . . . ... 10

1.2.2  Théoreme du point fixe . . . . . . . . . ... ... .. 11

2 Séries numériques 13
2.1  Généralités sur les séries numériques . . . . . . .. ... 13
2.1.1 Définitions . . . . . . . ... 13

2.1.2 Convergence d'une série . . . . . .. . ... oL 14

2.1.3 Sériesde Cauchy . . . . ... ... oo 16

2.2 Séries a termes positifs . . . ... oL Lo 16
2.2.1 Critere de comparaison . . . . . . . . .. ... 16

2.2.2 Criterede Cauchy . . . . . ... ... oo 17

2.2.3 Critere de D’Alembert . . . . . . .. .. ... ... 19

2.2.4  Séries, Intégrales et critere de Riemann . . . . . . . . .. .. .. 20

2.3 Séries a termes quelconques . . . ... 22
2.3.1 Définition et proposition . . . . . .. ... 22

2.3.2  Sommation d’Abel . . . ... oo 22

2.3.3 Séries alternées . . . . . ... o 23



TABLE DES MATIERES

3 Suites et séries de fonctions
3.1 Suites de fonctions . . . . . ...

3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.1.4

Notions générales . . . . . . . .. ... oL 0oL
Convergence simple . . . . . . .. .. oo
Convergence uniforme . . . . .. .. ... ...
Propriétés de la convergence uniforme . . . .. ... ... ...

3.2  Séries de fonctions . . . . . ...

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4

Définitions et propriétés . . . . . . .. ...
Convergence uniforme . . . . . . . ... ... ...
Convergence normale . . . . . .. . . ... ... 0.
Convergence uniforme et propriétés d’une série de fonctions . . .

4 Séries entieres
4.1 Définitions et propriétés . . . . . . ..o
4.2  Opérations sur les séries entieres . . . . . . . .. .. ...
4.3 Dérivation et intégration des séries entieres . . . . . . . ... ... ...

4.3.1 Propriétés . . . . ..
4.3.2 Applications . . . . . .. ..
4.4 Développement en séries entieres . . . . . . .. ...
4.4.1 Propriétés . . . . . ..
4.4.2 Applications . . . .. ...

5 Equations différentielles
5.1 Equations différentielles du premier ordre . . . . . . . . ... ... ..

5.1.1
5.1.2

Généralités . . . . . ..o
Intégration des équations différentielles du 1" ordre . . . . . . .

5.2 Equations différentielles du second ordre . . . . . . .. ... ... ...

5.2.1
5.2.2
5.2.3
0.2.4

Généralités . . . . . . ..
Equation se ramenant au premier ordre . . . . . . . . .. .. ..
Equation différentielle linéaire du second ordre . . . . . .. ..
Equation linéaire & coefficients constants . . . . . . . . ... ..

25
25
25
26
27
29
32
32
34
36
37

41
41
43
44
44
45
46
46
47

i



Avant propos

Ce cours regroupe les notes du module de maths 3 dédié aux étudiants de deuxieme
année de la filiere des sciences de la matiere. Il comporte les suites numériques, les suites
de fonctions, les séries de fonctions, les séries entieres, et les équations différentielles du
premier et second ordre. En faisant recours aux différents ouvrages traitant les diffé-
rents sujets abordés ici, sa préparation prenait beaucoup de temps suite a 'utilisation
récurrente de ces références.

Chaque chapitre est suivi d'une liste d’exercices qui sont généralement une illus-
tration d’un point abordé antérieurement. Il est inutile d’insister sur le fait que ces
exercices constituent le complément du cours.



|
Chapitre

Suites

1.1 Définitions et propriétés
Définition 1.1.1. Une suite de nombres réels est une application

U:N—R
n+——U(n) =U,

cette suite est notée (U, )nen

1.1.1  Suite convergente

Définition 1.1.2. On dit qu'une suite (U, )nen converge vers (ou a pour limite) [ € R
sl

Ve >0, IN(e) € N, tel que n>N(e)=|U, -1 <e
ou encore

Ve >0, IN(e) € N, tel que n>N(e) = U, €]l — ¢, + ¢
Remarque 1.1.3. Si une suite a une limite, cette limite est unique.

Exemple 1.1.4. On considére la suite (U, )nen de terme général
Vn € N, Up=(-1D)"(———

on an@m U, = 2 évident

Si on utilise la définition de la convergence d’une suite et 'on retranscrit sur un gra-
phique, on déduit qu’apres un certain rang N (€), tous les points de la suite sont compris
entre | —eet | +eet (I =2).



1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Remarque 1.1.5. B Si (U,)nen converge vers [ alors (|U,|)nen converge vers [I|. La
réciproque est fausse si [ # 0.

Par exemple, u,, = (—1)" ne converge pas, mais (|U,|) = 1 converge.

B Si [ = 0 la réciproque est vraie.

En effet,

—|U,| <U, <|U,| = U, —0 puisque \U,| — 0.
Définition 1.1.6. % On dit qu’une suite (U, )nen tend vers +oo si
VA > 0; AN(A)/ n>N(A) = U, > A.
% On dit qu’une suite (U, ),en tend vers —oo si
VA <0 AN(A)/ n>N(A)=U, <A.
% On dit qu’une suite (U, ) ey est croissante (respectivement décroissante) si
Up <Upt1 (U, >Uyt1)
% On dit qu’une suite (U, ),en est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Théoréme 1.1.7. (Suites monotones) Toute suite monotone a une limite finie ou
infinie
1. Soit (Up)nen une suite croissante :

(a) Sil’ensemble U(N) des valeurs de la suite est majoré, alors la suite converge
vers la borne supérieure de U(N).

(b) Si U(N) n’est pas majoré alors la suite tends vers +00.
2. Soit (Up)nen une suite décroissante :
(a) Si U(N) est minoré, la suite (Up)nen converge vers la borne inférieure de
U(N)

(b) Si U(N) n’est pas minoré alors (Up)nen tends vers —oo.

Démonstration. 1. Soit (U,)nen une suite croissante :

(a) Sila partie U(N) C R est majorée, elle admet une borne supérieure notée s.

ainsi Ve, s — e n’est pas un majorant.
Alors AN(€) € N)/s —e < Un( < s
puisque (Up,)nen est croissante et que s est majorant, on en déduit que

Vn > N(e) s—e<Une <U,<s+e=|U,—s|<e
d’ou
Ve >0, IN(e) € N, tel que n>N(e)=|U,—s|<e

Ainsi on a obtenu la définition de la convergence
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1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

(b) Si la partie U(N) C R n’est majorée, cela signifie que pour tout A > 0, A
n’est pas un majorant de U(N). Donc il existe un entier N(A) € N/A < Un(a), puisque
(Upn)nen est croissante, on en déduit que pour tout n > N(A) alors : A < U,. On a
obtenu :

Ve >0, IN(e) € N, telque  n>N(e)=|U,> A

ce qui signifie que (Up,)nen tend vers +o0.

2. Concernant les suites décroissantes, on applique la méme démonstration précé-
dente, a la suite croissante (—U,)nen-
O

Proposition 1.1.8. (Opérations sur les limites des suites) Soient (U, )nen et
(Vi)nen deux suites convergentes de limites U et V' respectivement. Soit A € N, € R.
° lJirm()\Un +uVy,) = )\lJirm U, + ul+im V..
o lJirm(Un.Vn) =UV
e SivneN, V,#0etV #0 al li Un _ U

i Vn n e alors lim — = —.

’ n—s+oo 1/, V

Soient (Up)nen €t (Vp)nen deux suites convergentes de limites +oo et V' respectivement,
avec V' égal a un nombre fini ou +oo.
o lim(Un +V,) = +o0.

° lJirm(Un.Vn) =V.(+0), si V #0.
1

e SiVneN, V,>0etlimV, =0 alors lim — = 4o0.

“+00 n—-+oo n
Exemple 1.1.9. On considére la suite (Uy,)nen de terme général U, = r"
Si—1<r<1,alorsl+imr":0
Sir=1, alors llmr" =1
Sir>1,alors limr" = 400

Sir < —1,alors r" n’a pas de limite.

Exemple 1.1.10. Somme d’une progression géométrique
Soit € R et (S, )nen la suite définie par :




1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

So=1et S, —S5,_1 =2".

Si Sy =1, alors
Si—So=z=5 =1+=x
So— S =12= S, =14+z+2?

Sy =Sy 1=a"=8,=3 a"

k=0

Pour simplifier ’écriture de S,, , on calcul :

(1—2)S,=1—2)) a"=2> 2" aF
k=0 k=0 k=0
_ zn: k+1 _ zn: k
=) x
k=0 k=0
n+1 n
k k+1
Y Y
k=1 k=0
="t — 1.
Alors
1— n+1
5 % si w41
n — — X
n+l si x=1
On obtient : )
Pour |z] <1, lim S, =
n—s—+o0o 1—2x
pour x > 1; lim S, =+o0

n—>- 400
Pour z < —1; la suite (S, )neny n'a pas de limite.

Exemple 1.1.11. On considere la suite (U,),en de terme général
L |

U, =Y —
Z gl

On montre que (U, ),en est croissante

%1 1 "1
Un+1 - Un - 70 7
=0 k! =0 k!

1
= T >0, VneN.

(1.1.1)




1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

On montre par récurrence que
(n+ 1) >2" Vn >1
Nous avons

n=1=2>2
n=2=31>4

On suppose que l'inégalité est vraie pour n et on vérifie qu’elle est encore vraie au
rang n + 1.

Ona(n+2)!=n+2)(n+1)! > (n+2).2"

OronaVn>1;n+2>2.

d’ou (n + 2)! > 2"

"1

= k!

On majore le terme général U, =

W‘H

n—1 1
:1+,§)(k+1>!:2+,§1<k+1)!

Puisque : (k4 1)! > 2* pour k& > 0 alors

Alors on obtient

n—1 1 n—1 1
U, <2 — <1 —
< +k2::12k_ +k§2k

Or on a
e 1
E: QE = 1 %, ::2(1__ 55)
k=1 T2
Donc
1
U<1+2(1—?)<3 Vn > 1

U, est croissante et majorée alors elle est convergente.
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1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Proposition 1.1.12. (Inégalités et limites) Soit une suite (U,)nen qui converge
vers [ € R alores :

1.

l<a=3INeN/Vn>N,U,<a
l>a=3dNeN /Vn>N,U, >a

ANeN /Vn>N,U,<a=1<a
ANeN /Vn>N,U,>a=1>a

Démonstration. 1. Si la suite (U,),enconverge vers [ € R alors signifie que :
Ve >0, IN(e) € N, tel que n>N(e) = |U,—1] <e

On suppose que [ < a
Puisque I'affirmation précédente est vraie pour tout €; on choisit € = a — [ ainsi; on
en déduit que :
Sie=a—1,
dN(e) €N, /n> N(e) = |U, — | <¢
= —ce<U,—1l<ce¢
=U,—l<a-1
=U,<a
Pour [ > a la démonstration est identique.

Suppposons que [ > a
alors

Ve >0,dN(e) eN, /n>N(e) = |U, -] <e¢

Poure =1—a, —e< U, <e€ecequidonne a—1<U,—1douUlU, >aCQFD. 2.
Supposons que AN € N /¥n > N, U, < a

Supposons que [ > a d’aprés 1. IM e N/Vn e Non > M = U, > a

pour n > max(N, M) on obtient a la fois U, < a et U, > a. contradiction avec

I’hypothese [ > a, d’ou le résultat. Avec la méme méthode on montre le dernier résultat.
O

Proposition 1.1.13. 1. (Up)nen converge vers U et (V,)nen converge vers V alors :

U<V =3dNeN/Vn>N,U, <V,

2. (Up)nen converge vers U et (Vy,)nen converge vers V- alors :

SidAN e N/Vn> N, U, >V, =U>V.
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1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

3. (Wo)nen €t (Vi)nen convergent vers l.
Si AN € N tel que Yn > N ; W,, > U,, > V,, alors (Uy)nen converge vers I.

4. Si (Vy)nen tend vers +oo, on a :St AN € N tel que ¥Yn > N ; V,, < U, alors
lim U, =+

n—-+o0o

Proposition 1.1.14. Soit I une partie de R admettant une borne supérieure M et
une borne inférieure m. Il existe une suite (Uy)nen d’éléments de I qui converge vers
M (respectivement vers m).

Exemple 1.1.15. Soit / = [0, 1] , on voit que supl = 1.

1
Siv,=1——- VneN*
n
OnaVne N U,elet lim U,=1

n—>-+o0o

Proposition 1.1.16. (Limite d’une suite dans un intervalle fermé) Soit un inter-
valle fermé I ; (I = [a,b], ]| — 00,b], [a,+00], | — 00, +00[). Si (Up)nen est une suite
convergente de points appartenant a I, alors la limite de (U, )nen est dans I.

Remarque 1.1.17. La proposition précédente résulte immédiatement de la proposition
1.2.11,.
Cette proposition est fausse si 'intervalle est non fermé.

1
Exemple 1.1.18. U, = —, n’est pas dans I =]0, 1].
n

Lemme 1.1.19. Soit (U,)nen telle que ¥Yn € N, U, # 0. On suppose que r =

lim L existe et que cette limite soit dans I =] —1,1[ alors lim U, = 0.
n—-4oo n n—-4oo
5 . \ . . Un+1 . Un+1
Démonstration. Par hypothese, on sait que r = lim ,alors |[r| = lim
n—> —+00 n n—>- +00 n
ou
Un+1

| —Irf| <e

Ve > 0, HN(e)eN,/nZN(6)=>M U

n

1 _
On choisit € = 2|r|
dot
U, -
v 2 N(o), |15 - < 250
U,
| — 1—|r| < Uni1 < 1—|7"|’
5 U, 5
Un+1 < 1 + |7“’
U, =2




1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

1+ |r|

puisque r €] — 1, +1[ alors 0 < p < L.
Un+1
Un

On pose p =

Donc Vn > N ()

S P d’ou ’UnJrl‘ g p’Un‘ puis

Unsa] < plUnl < Unial < p2|Una| < e S (U] < ™M UN(|

Or  lim PN =0 avee p €]0,1] .
Alors nLIEoo |Un+l‘ = 0. Donc —lUn+1‘ S Un+1 S ‘Un+1’ = ngrﬁoo Un+1 =0. ]

1.1.2  Suites adjacentes

Définition 1.1.20. Deux suites (U, )nen €t (Vy,)nen sont dites adjacentes si;
1. Vn S N7 Un S Un—H S Vn—i—l S Vn
2. lim (U,—-V,) =0.

n—>-+00

Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Exemple 1.1.21. Les deux suites (U, )nen €t (Vy)nen telles que
n 1 n—1 1 2 .
U, = 2z i V, = kz_% il + ] sont adjacentes.

1.1.3 Suites extraites

Définition 1.1.22. Soit (U, ),en une suite de nombres réels, soit ¢ : n € N — p(n) €
N une application strictement croissante. La suite V,, = Uy, est dite suite extraite de
la suite (U, )nen-

Exemple 1.1.23. Soit (U, ),en telle que U, = 27", et soit (V},)nen telle que V, = 9%
Alors (V,,)nen est une suite extraite de (U, )nen , ici p(n) = n?

Remarque 1.1.24. Une suite qui ne converge pas peut posséder des suites extraites qui
convergent.

Exemple 1.1.25. La (Up)nen telle que U, = (—1)", est divergente, mais la suite
(Vi)nen telle que V,, = (—1)*" converge.

Proposition 1.1.26. Soit (U,),en une suite telle que EE& =1 avec | limite fini ou

non finie. Alors toute suite extraite de (Up)nen a pour limite .

Théoréme 1.1.27. (Bolzano- Weierstrass) Soit (U,),en une suite bornée, c’est-d-
dire 3(a,b) € R?, tels que ¥Yn € N; a < U, < b. Alors il existe une suite extraite de
(Un)nen qui converge.




1.2. SUITES RECURRENTES

1.1.4 Suite de Cauchy

La définition des suites de Cauchy va permettre de déterminer la convergence et la
divergence d’'une suite a partir, uniquement, des termes de cette suite et sans néces-
sairement connaitre la valeur de la limite.

Définition 1.1.28. On appelle suite de Cauchy toute suite (U, )nen qui vérifie :
Ve>0,3IN(e) eN, /n>p>N(e) = |U,—Uy| <e¢

ou encore :
Ve>0,¥pe N, IN(e) €N, /n> N(e) = |Upp — Uy < e

On dira que (U, )nen vérifie la condition de Cauchy.

Théoreme 1.1.29. Une suite de nombres réels converge vers une limite finie si et
seulement si elle est de Cauchy. On dit que R est complet.
"1 1

Exemple 1.1.30. La suite (U,)nen telle que U, = > [~ —
ok k+1

| sin(kz), est de

Cauchy.

1.1.5 Suites complexes
Définition 1.1.31. Une suite de nombres complexes est la donnée d’une application :

Z:N—C
nv+—— Z(n) =Z, = a, + ib,

ou a, et b, sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de Z,.

Définition 1.1.32. On dit qu’'une suite (Z,, = a, + ib,)neny de nombres complexes
converge vers le nombre réel a + ib si les suites réelles (a,)nen €t (by)nen convergent
vers a et b respectivement.

1.2 Suites récurrentes

1.2.1 Définition

Définition 1.2.1. Soient I un intervalle et f une fonction de I vers R. On considere
la suite (U, )nen définie par la relation suivante :

Vn € N; Un+1 - f(Un)

Ainsi on a tous les termes de la suite qui sont déterminés par la fonction f et par le
premier terme Uy. On dit que (U, )nen est une suite récurrente.
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1.2. SUITES RECURRENTES

1.2.2 Théoreme du point fixe

Définition 1.2.2. La fonction f définie sur I'intervalle I C R vers R est dite contrac-
tante sur [ si

(a) 3p €]0,1[/Ve e I,V € I |f(x)— f(2")| < pla — 2|
p est le rapport de contraction défini sue I.

(b) f(I) C 1.

2
Exemple 1.2.3. On considere la fonction Vo € [5,2], flz) =

contractante. Laissé au lecteur.

Théoréme 1.2.4. (Théoréme du point fixe) Soit I un intervalle fermé de R et f
une fonction contractante de I vers I. Alors f admet un unique point fize.

Théoréme 1.2.5. (Théoréme du point fire appliqués aux suites) Soit I un
intervalle fermé de R et f une fonction contractante de I vers I. On considére Uy € I
et la suite (Uy,)nen définie par :

YneN U,y = f(Uy).

Alors la limite | de la suite convergente (Uy,)nen est dans I et | est ['unique solution
dans I de l’équationf(x) = x.

Théoréme 1.2.6. Soit I un intervalle de R et f une fonction continue de I vers R.
On considére la suite (Uy,)nen définie par récurrence,

VneN Uy = f(U,).

Si la suite (Uy)nen converge vers 1, alors f(1) = .

11



Exercices

Exercices

1. Soit (Up,)nen une suite telle que (Us, et (Usz,41) convergent vers la méme limite.
Montrer que (U, ),en converge.

2. Montrer que toute suite convergente est bornée.

3. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.

. 2nm
4. Pour tout entier n, on pose U, = — + cos 5

1. Montrer que la suite (U,,) admet une sous-suite convergente.
2. Déterminer deux sous-suites de (U,,) convergent vers des limites différentes.

nm
5. On considere la suite (U, )nen définie par Vn € N, U, = tan ot 1
1. Mont VneN, 1 tient & [0, = '
. Montrer que Vn ; appartient a [0, —.
q on+1 P 2
2. Montrer que la suite (U, ),en est croissante.
3. Déterminer lim U,.
n—-+oo
2n—1 1 2n 1
6. On considere les suites de terme général Vn € N*, U,, = Z -V, = Z —
p=n p=n+1

1. Etudier les variations des suites Un)nen+-
2. Montrer que les suites (U, )nen+ €t (Vy,)nen+ sont bornées. Que peut-on déduire.

7. Pour tout entier n non nul on pose : U, = 1 + e + — et V., =U,+ —.
n n

1
Montrer que Vn > 1, — < U, < n.
n

2. Montrer que les suites (U, )nen €t (Vi,)nen sont adjacentes.

1
8. Soit la fonction définie par f(x) = 5(1 + z?%).

1. Montrer que la suite (U, )nen définie par la relation de récurrence : Vn € N, U1 =
f(U,) est croissante YU, € R.

2. Déterminer le ou les points fixes de f définies par f(I) = (.

Etudier la limite de la suite suivant la valeur de U.

a) Montrer que si |Up| > 1 alors Vn € Nk, U, > 1. Et déduire la limite de la suite
(Un>n€N-

b) Montrer que si |Up| < 1 alors Vn € N* alors 0 < U,, < 1. En déduire la limite de la
suite (Up)nen-

12



hne 2
Chapitre

Séries numériques

2.1 Généralités sur les séries numériques

La notion de suite est intimement liée a celle de "séries", c¢’est-a-dire liée au pro-
bleme de la sommation d’une infinité de termes. Ce sont les grecs au 5°"¢ siecle Av.
J.C ,qui commencerent & entrevoir la notion d’infini. C’est seulement au 16°™¢ siecle
que l'infini prendra tout son sens.

La notion de série vient du fait que pour une liste infinie de nombres réelles, c¢’est-a-dire
pour une suite (U, ),en, on se propose le probléeme de considérer "la somme" de tous
les éléments de cette suite de nombres : Uy + U; + ..... + U, + .... Comment peut-on
donner une signification a une somme d’un nombre infini de termes.

Dans ce chapitre, il sera présenté un certain nombre de méthodes permettant de dé-
terminer la nature des séries sans forcément réaliser explicitement le calcul de cette
somme infinie.

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1. A toute suite (U, ),en de nombres réels ou complexes, il est possible

d’associer une suite (S, ),en définie par : Vn € N; Z Uy
k=0

Réciproquement, a toute suite (S, )nen, il est possible d’associer une suite (U, )nen dé-

finie par : Uy = S() et Vn € N, Un+1 = Sn+1 - S,.

On appelle série la suite (S,)nen et I'on note : Z U, ou par Z U, ou par Z U,.

neN n

Définition 2.1.2. Soit (U, ),en une suite de nombres réels ou complexes. La somme

S, = Z U}, est dite somme partielle de rang n de la série Z U,.
k=0
- La suite (S,,)nen est dite suite des sommes partielles de la série Z U,.

13



2.1. GENERALITES SUR LES SERIES NUMERIQUES

- La suite (U, )nen est dite suite associée a la série Z U,. U, est dit terme général de

la série Z U,.

2.1.2 Convergence d’une série

Définition 2.1.3. - Si la suite des sommes partielles (S, )nen d'une série ZUn est

convergente de limite finie S, on dira que la série est convergente et on notera Z U, =
neN
S

- Si la suite (S, )nen tend vers +oo ou vers —oo, on dira que la série est divergente de

premier espece et on notera Z U, = +.
neN
- Si la suite (S,,)nen ne converge ni vers une limite finie, ni vers +oo, on dira que la

série est divergente de deuxieme espece.

Remarque 2.1.4. Toute série finie est convergente puisque, la suite des sommes par-
tielles est constante a partir d'un certain rang.
Sn:Uo—f-Ul—f- ...... —|—Up \V/TLZp

Remarque 2.1.5. (a) On dit que Z U, et Z U,, oun € N, sont de méme nature.

neN n>ng

(b) Dans le cas ou la série est convergente, le symbole S = Z U, désigne a la fois la
neN
série et aussi le résultat de cette série.

(c) La série > U, converge vers S si :
neN

Ve>0,dINg €N/ n>Ny=1|5-5,| <e
On utilise la définition de la convergence d’une suite car la somme partielle (S,,),en
n’est autre qu’une suite, et on peut écrire :
+o00

> Ui

k=n

VE>O,E|N0€N/?7,ZNO:> <e.

Proposition 2.1.6. Pour que la série Z U, soit convergente, il est nécessaire que
neN
la suite associée (Uy)nen Soit convergente de limite nulle. Cependant, cette condition

n'est pas suffisante, il existe des séries divergentes dont la suite associée (Up)nen est
convergente vers 0.

n
Démonstration. On considere S = Z U, et la somme partielle associée, S, = Z Us.
neN k=0

n n—1
OnaSn—Sn_len:ZUk—Sn: ZUk,
k=0 k=0

14



2.1. GENERALITES SUR LES SERIES NUMERIQUES

dou lim U,= lim (S,—S,1)= lim S,— lim S, ;.

n—>-+00 n—> 400 n—> -+00 n—> 400

puisque Z U, converge vers S par hypothese on en déduit que lim S, = 5 =

nell n—-+00
lim S,_; donc on obtient lim U,=5-5=0. CQFD O
n—--+o0o n—--+o0o
1 1
Exemple 2.1.7. On considere la série Z en, on sait que nlrgoo en =10, donc

n>0
la série donnée est divergente.

Définition 2.1.8. a) On appelle somme de deux séries numériques Z U, et Z Vi,

neN neN
la série de terme général Vn € N, W,, = U,, + V,, d’ou Z W, = Z U, + Z V.
neN neN neN
b) On appelle multiplication d’une série numérique Z U, par un scalaire non nul A,

neN

(A € R* ou A € C¥) la série de terme général Vn € N; W,, = A\U,, d'ou Z W, =
neN
Z()\Un).

neN
¢) On appelle produit de deux séries (U, )nen €t (Vi)nen la série de terme général;

vneN, W, = Z UiV, —r d’ou Z W, = Z(Z Uk‘Vn—k)
k=0 neN neN k=0
Proposition 2.1.9. (Espace vectoriel des séries convergentes) Soient (U, )nen

et (Vi)nen deuzx suites réelles. Si les séries (Z U, et Z V., sont convergentes de
neN neN
résultat respectifs U et V' , alors :

- La série > (U, +V,) est convergente de somme U + V.
neN

- La série > (AU, + V) avec (A, 1 € RouC) est convergente de somme AU + pV.
neN

Conséquence 2.1.10. On note que la série complexe Z (an, + ib,) converge si et seule-

neN
ment si les deux séries réelles Z a, et Z b, convergent.
neN neN
Alors Y (an +ib,) = Y a,+1i Y by
neN neN neN

Proposition 2.1.11. - La somme de deux séries dont ['une est convergente et [’autre
est divergente de premiere espece, est divergente de premiere espéce.

- La somme de deux séries dont ['une est convergente et ['autre est divergente de
deuxieme espéece, est divergente de deuzriéme espéce.

- La somme de deux séries dont l'une est divergente de premiére espéce et lautre est
divergente de deuzrieme espece, est divergente de deuxieme espece.

- La série > NU, (X € R*) est de méme nature que la série »_ U,.

neN neN
- Le produit de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série convergente.

15



2.2. SERIES A TERMES POSITIFS

2.1.3 Séries de Cauchy

Proposition 2.1.12. Une série Z U, est convergente si et seulement si
neN

p
>

k=n

Ve>0,dINgeN /p>n> Ny = <e¢

ou bien

n-+p

Ve >0, Vpe N, dNy € FJ/71;2 Ny = }::lhc <e
k=n

2.2 Séries a termes positifs

L’intérét d’étudier les séries a termes positifs (c’est-a-dire a termes dans R ) est que
n

la suite (S,)nen des sommes partielles définies par son terme général : Vn € N; Z Uk

k=0
est réelle et croissante.

n+1 n
En effet; S,.1 — S5, = ZUk—ZUk:Un > 0.

k=0 k=0

Proposition 2.2.1. Une série a terme positifs Z U, est soit convergente, soit diver-
neN
gente de premiere espece (de limite +00). De plus, pour que cette série soit conver-

gente, il faut et il suffit que la suite (S,)nen des sommes partielles définie par son
terme général :

VneN, S, = Z Ui soit bornée.
k=0

2.2.1 Critére de comparaison

Proposition 2.2.2. Soient Z U, et Z V., deuz séries a termes positifs, vérifiant,
neN neN

vneN, U, <V,.
a) Si Z V,., est convergente, alors Z U, est convergente.

neN neN

b) Si Z U,, est divergente de premiéere espece, alors Z V,, est divergente de premiere
neN neN

espece.

Démonstration. a) Siona U, <V,, Yn € N, on a aussi :

+oo
U+Ui+...4U, =S, <V+Vi+..+V,=5,<>V, =9

n=0

16



2.2. SERIES A TERMES POSITIFS

Si Z V,, converge, alors S’ existe et Z U,, soit majorée donc convergente.
neN neN

b) évident. O

Proposition 2.2.3. (Utilisation des équivalences) Soient Y U, et >V, deux
neN neN
séries da termes positifs.

St Uy, ~10o Vi alors Z U, et Z V., sont de méme nature.

neN neN

Uy,
Démonstration. Par hypothese, on a U, ~yo V,, & lim — = 1.

n—>+oo n
1 Un 3 3
Donc pour n assez grand on suppose 3 S < ? 5 alors fV <U,< V on applique
Proposition (2.2.2) pour conclure. O

Exemple 2.2.4. (Série harmonique) La série harmonique est donnée par son terme

général u,, = —. Le terme général tend vers zéro, mais la série diverge. Appliquer
n
Proposition (2.1.12).

1
Exemple 2.2.5. U, = ——— et V;, = — on remarque que V,, < U,, Vn € N donc
ncos?n n

Z V,, diverge d’ou la divergence de Z U, .
neN neN

n 2n
— Vo= —.
4n? + 1’ an? +1

On a U, ~ V, et on pose V, = o alors V,, ~ V. on voit que » V. diverge , donc
n

Exemple 2.2.6. U, = arcsin

neN
Z V,, diverge et finalement Z U, diverge.
neN neN
sin?n
Exemple 2.2.7. U, = —;
n
1 . L. .
On a U, < — = V,, on sait que Z V,, converge (Série de Riemann) donc Z U,
n
converge. nel nel
cosh % 1

Exemple 2.2.8. U, = cet V, = —
n n
On voit que U, ~ V,, , mais Z V,, diverge, donc Z U, diverge.

neN neN

2.2.2 Critere de Cauchy

Proposition 2.2.9. Soit Z U, une série a termes positifs. On considére E{E} VU, =
neN " o

louleRyU{+o0} .

17



2.2. SERIES A TERMES POSITIFS

a) S10<1<1, alorsla série Z U, est convergente.
neN
b) Sil>1 alors la série Z U, est divergente.
neN
c) Sil=1 on ne peut pas conclure.

A " >1 .
On note que si ngrglroo /U, — 1, alors on peut conclure que Z U, diverge.

neN

Démonstration. a) On suppose que : grglr VU, =1<1.

Alors en utilisant la définition de convergence d’une suite , on a

\’/?n—l‘ge.

D'ou {JU, <l+¢€ onprende=1—r / r€]0,1[. Alors

Ve>0, INgeN /n> Ny =

Vr €]0,1[, INy €N /n> Ny= /U, <r<1.

Dou U, <r"™ donc Z U, < Z r". Or Z r’ est une série géométrique de raison

n>Noy n>No n>No
r telle que 0 < r < 1 donc Z r" converge. En utilisant le critére de comparaison, on
n>No
conclut que Z U, est convergente.

neN
b) On suppose que lim /U, =1> 1.
n—>-+oo

Alors

Vr>0, dANgeN /n>Ny= (U, >r> 1.
ou encore

Vr >0, ANgeN /n>Ny= U, >r".
r>1= lim 7" = +o0o ce qui implique que lim 7" # 0 donc

n—>-4oo n—>-4oo

(condition nécessaire), finalement » U, diverge.
neN

n2
Exemple 2.2.10. Soit la série E U, = § (TH—;;D .
n

neN neN
n

n 1+Q
Nous avons {/U, = <n + a) = n | 8 _ ab g

b b
n+b 142 e
n

Discussion :

Sib>a,alorsl <1, lasérie converge.
Sib<a,alorsl>1, lasérie diverge.
Sia=0,alors U, =1 - 0 la série diverge.

lim U, # 0

n—>-+4oo
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2.2. SERIES A TERMES POSITIFS

2.2.3 Critére de D’Alembert

Lemme 2.2.11. Soient Z U, et Z V,, deux séries réelles a terme positifs. Si on a
neN neN

U, Vi,
Vn € N, UH < VH’ alors; da € R, tel que Vn € N, U,, < aV,.
, . . Un ,
Démonstration. On remarque que la suite <> est décroissante donc elle est
n/ neN
majorée par Vo = « par suite U, < aV,,. O
0
, . Uﬁ+1 v%+1 . o, RN
Conséquence 2.2.12. SiVn € N, i < L on applique Proposition (2.2.2) (critere

de comparaison).

Théoreme 2.2.13. Soient Z U, et Z V,, deux séries réelles a terme positifs telles
neN neN

U

;o lim =

que n_l)nioovn [#0

Alors les deux séries convergent ou divergent en méme temps, (de méme nature).
Critére de D’Alembert

Théoréme 2.2.14. Soit Z U, une série a termes positifs. On considére la série

neN
Uy, - .
Z V,, définie de telle sorte que, Vn € N, V,, = 1 de plus on considere LHE V, =
neN n " o
lim Unir =1l oule€R, U{+oo}.
n—>+00 n +
a) Si0<1<1, alorsla série Z U, est convergente.
neN
b) Sil>1 alors la série > U, est divergente.
neN
¢) Sil=1 on ne peut pas conclure.
Uy,
On note que si lim =k , alors on peut conclure que Z U, diverge.
n—+00 n neN

Uﬁ+1

Démonstration. On suppose que lrg =1 < 1, alors
U%+1
Vr €]l, 1], ANy € N /¥n > Ny, i <r<l.
ou encore
Uh n+1
vr €l 1, 3Ny € N/ Vn = Np, < < i
n rr




2.2. SERIES A TERMES POSITIFS

En utilisant Lemme (2.2.11) on en déduit
Vr €|l 1], ANy € N ;Ja € R/Vn > Ny, U, < ar”.

D’ou Z U, <« Z r" on a Z r" converge puisque 0 < r < 1. En utilisant le critere

n>Np n>No
de comparaison , on déduit que Z U, est convergente.
neN
Uns1
= > 1,

b) On suppose que lim
n—>-+oo

par la définition de la limite on a

VT>O,E|N0€N/Vn2NO,U5+12'r>1.

n

ou encore

Vr >0, dNy € N/Vn > Ny, Upyq > U,.

Uy . <
Donc la suite (Uy,)nen est croissante , d'ou Vn € N, + existe, c’est-a-dire que
vn e N, U, # 0 d'ou grglr U, # 0, finalement (U, ),en diverge. O
0
Exemple 2.2.15. Soit la série Z -
=i
3 U 1)* n!
On pose Vn > 1, U, = n—, alors  lim —* = lim Mn— = 0 < 1. La série
n! n—+oo [, n—s+oo (n + 1)‘ n3

converge.

Proposition 2.2.16. Soit (U, )nen une suite de nombres réels positifs. Supposons que

lim U, =1, lim %:z', alors 1 =1'.
n——+00 n—+oco [,

Démonstration. Supposons [ # I’ | et soit Z a"U, aveca >0.Ona lim +{/a"U, =
nel n—> +00

an+1 Un+ 1

n

al et lim
n—>-+oo

11
=al'. Sil > I’ par exemple; il existe a 6]7, f[’ (sil =0 on
1
prend - = +oo d’ou, al' < 1 < al, alors la série serait convergente d’aprés le criteére

de D’Alembert et divergente d’apres le critere de Cauchy, ce qui contredit ’hypothese.
Donc [ =1'. O

2.2.4 Séries, Intégrales et critere de Riemann

Proposition 2.2.17. Soit f une fonction décroissante, définie de Ry dans R telle

+o0
que : U, = f(n). Alors la série Y_ U, et / f(z)dz sont de méme nature.
neN 0
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2.2. SERIES A TERMES POSITIFS

Démonstration. Nous avons f décroissante , alors Vn € N* et Vx € [n,n + 1] on a
n+1 n+1 n+1
0 < f(z) < f(n) d’ou / f(z)dz < / f(n)dx ce qui donne / f(z)dz < f(n).
D’autre part Vn € N* sur [n—1,n] ona 0f(n) < f(z) d’ou /n f(n)dx < /n f(z)dz
1 -1

ce qui donne f(n) < /n1 f(z)dz.

n+1

n

fl@)de < f(n) < / fla)de

n—1

Alors Vn € N* on a /

N n
d’ou

Par sommation on obtient
n+1

O IRFIEITED SIS oY I8

d’apres la relation de Chasles, on obtient,
n+1 n n
| f@de <3 g < [ fa)da
k=1

Lorsque n — +o00 , on a

[ e < 3 ra < [ o

d’ou le résultat. O]
Proposition 2.2.18. (Critére de Riemann) On appelle série de Riemann, une

s . 1 \ *
série de la forme Z — oua € RY.
n>1
a) 510 <a <1, la série de Riemann diverge.
b) Sia > 1, la série de Riemann converge.

1
Démonstration. On considere la fonction f définie par f(x) = — Va € [1,400[ on
x(l

¢ f(z)eR, Vo e[l +oo
¢ f décroissante sur [1,4o00].

1
De plus si on a U,, = f(n) = — (les conditions de la Proposition (2.2.17)sont vérifiés),

"~ one

1 +oo ]
alors Z — et / —dzx sont de méme nature. O
n>1 x® 1 ne
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2.3 Séries a termes quelconques

Nous allons étudier dans ce paragraphe le cas de séries Z U, ou U, est complexe
neN
ou réel de signe quelconque.

2.3.1 Définition et proposition

Définition 2.3.1. On dira que la série de terme général U, € C est absolument
convergente si la série a terme positifs de terme général |U, |converge.

Proposition 2.3.2. Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Pour montrer que la série converge il faut montrer par définition, que
la suite (S, )nen converge, donc il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy.
pour p > ¢ on

q q
1Sy — Sql = | Z Un| < Z \U,| — 0,

p=n+1 p=n+1 Pa=Heo
car la série est absolument convergente donc (.S, ),en est de Cauchy. n

Remarque 2.3.3. 11 existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument conver-
gentes.

1 1
Exemple 2.3.4. Soit Z U, telle que Uy, 1 = o et Uy, = ™ avec n > 1.
n

neN n

1
Alors |U,| ~ — donc > |U,| diverge, la série » _ U, n’est pas absolument convergente.
n
neN neN

1

Cependant, S, = 0 et Sy, 1 = o donc la série Z U, converge de somme nulle.
n neN

on dira qu’une série qui converge sans étre absolument convergente qu’elle est semi-

convergente.

2.3.2 Sommation d’Abel

Théoreme 2.3.5. Soit Z U, une série dont le terme général , réel ou complexe,
neN
s’écrit sous la forme U, = a,b, ;
On suppose que :
1) La suite (an)nen est a termes positifs décroissante et tend vers 0 quand n — +00.
n

2) Il existe M € R tel que Vn € N | > by < M.
k=1
Alors la série Z U, est convergente.
neN
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2.3.3 Séries alternées

Définition 2.3.6. On appelle série alternée une série numérique dont le terme général
U, est de la forme U, = (—1)"V,,, ot (V},),en désigne une suite de signe constant.

+o0 —1)"
Exemple 2.3.7. La série Z +)1 est une série alternée. On 'appelle série harmo-
n=0 n

nique alternée.

Théoréme 2.3.8. Si la suite (V,,)nen, Vi > 0, est décroissante et converge vers zéro,

alors la série Z U, = Z(—l)"Vn est convergente et sa somme S vérifie l'inégalité :

neN neN
Sopr1 <5 < Syp.

Démonstration. On U, = (=1)"V,,, V,, > 0,V¥n € N alors

S2p+2 - SQp - ‘/2[)—0—2 - ‘/2p < 07 et

Sop+1 — Sop—1 = —Vop1 + Vop > 0,

ce qui signifie que la suite (S2,)yen est décroissante et la suite (Sgp11)pen est croissante.
De plus Sopt1 — Sop = —Vapy1 < 0 d’ou Sy, — Sopy1 — 0.

Donc les suites (S2p)pen €t (S2pt1)pen sont adjacentes, elles ont une limite commune
S vérifiant So,11 < 5 < Sy O

_1)n

Application Etudier, selon les valeurs de a la nature de la série Z avec
na
neN

(a € R).
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Exercices

Exercices

Etudier la nature des séries de terme général u,, avec le test de convergence indiqué :
1. Condition Nécessaire de convergence : lim u, =0

Tr—+0c0
2 3 1
a. un:L C. wn:Arctani
n?+1 n3 + 2
b. v, =vn*+n—n d t,=e V"

2. Test de comparaison

= (V24 3 = 20
1
b vp = ———— "
In(n+1)

3. Test d’équivalence

_n+/n 1 1

Uy = e b. v, = Slnﬁ c. W, = eES:
4. Test de Cauchy
W= In(n") n>?2 b. v, = (Aresin —)?
(Inn)’ n
5. Test de d’Alembert
a. Uy, = L — n’
(n+1)(n+2)...(2n)

b. v, =

(2n)"
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e 3
Chapitre

Suites et séries de fonctions

3.1 Suites de fonctions

3.1.1 Notions générales

De nombreuses fonctions apparaissent comme limites d’autres fonctions plus simples.
C’est le cas par exemple de la fonction exponentielle, que I'on peut définir par I'une

des deux formules suivantes.

+oo "

e’ = lim (1—|—£)" oue’ =5y —.
n—>-+oo n n—0 n'

C’est aussi le cas pour des problemes plus théoriques, comme lorsque 'on construit

des solutions d’équations (par exemple différentielles ) , on construit souvent par ré-

currence vers une solution approchées qui convergent vers une solution exacte.

Dans la suite , K désigne I'un des corps R ou C.

Soit E Un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque, I'ensemble Fg(I) des

applications définies sur I, a valeurs dans F, est muni des deux opérations scalaires

suivantes : 'addition (f, g) — f+g¢ et la multiplication par un scalaire (A, f) — Af,

définies par :

Sif,ge Feg(I)et A e K,

(f T 9)(@) = F(z) + g(x) et (\f)(x) = Af(x).

(Fe(I),4+, x) est un K-espace vectoriel.

Définition 3.1.1. Une suite dans Fg([) est une application de N dans Fg(I) qui
associe a chaque nombre naturel n une fonction f,,. Elle se note (f,,)n>0 ou simplement

(fn)n-

Remarque 3.1.2. ® (fn1ny)n est notée aussi (f)n>n,

e Dans une suite (f,)n, les f, sont supposées avoir le méme ensemble de définition.

e La suite (f,), peut étre vue comme une suite numérique (f,(z)), dépendante du
parametre x, parcourant un ensemble donné.
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3.1. SUITES DE FONCTIONS

3.1.2 Convergence simple

La notion de convergence d’une suite de nombres réels ou complexes mene natu-
rellement a celle de convergence en chaque point pour les suites de fonctions définies
comme suit.

Définition 3.1.3. Une suite (f,), d’applications f, : I — K est dite simple-
ment convergente sur [ s’il existe une application f : I — K telle que Vx €
I lim  fo(2) = f(2)

- f est appelée limite simple de (f,,)n.

- Si f existe elle est unique.

On écrit;

(Va: lim  fo(z) = f@)) o (Vr e, Ye>0; AN(z,¢) /n> N = |falz) — f(z)] <€)

n—>+4o0o -
Remarque 3.1.4. 11 faut bien noter que N dépend de x et de e.

Exemple 3.1.5. Une suite numérique est un cas tres particulier de suites de fonctions,
ici les fonctions sont des constantes.

1

Exemple 3.1.6. SOlt I :]0,00[ et K=R fn(x) = m
n X

Alors lr& folz) = f(z) =0Vx e l.

Exemple 3.1.7. On considere

T

Ve €R  fu(x) = (1 4 f)n - enln<l+n>.

Alors Vx € R; ngrgoo fo(z) =¢

Théoreme 3.1.8. Soient (f,)n, €t (gn)n deuz suites dans Fg(I) simplement conver-
gentes vers f et g respectivement, et A € K, Alors

1. La suite (f,, + gn)n converge simplement vers f + g.
2. La suite (Af,)n converge simplement vers \f.

3. La suite (fngn)n converge simplement vers fg.

Théoréme 3.1.9. (Critére de Cauchy) Pour qu’une suite (f,), d’applications
fn i I —> K converge simplement, il faut et il suffit que :

Ve € I, Ve >0, AN(z,€) /m > N(z,€); n > N(x,€) = |fm(x) — fu(x)] <€
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3.1. SUITES DE FONCTIONS

3.1.3 Convergence uniforme

Exemple 3.1.10. Soit I = [0,1] et Vn € N, fn(x) = 2", il est claire que E)IE folz) =
f(z) telle que,

0 si z€l0,1]
1 siz=1 '

o~

On conclut que :

- Chaque fonction f,, est continue quelque soit n.

- Chaque (f,,), converge simplement vers f.

- f n’est pas continue.

C’est, pourquoi , il est nécessaire d’utiliser une notion plus précise qui conserve la
continuité par passage a la limite, c’est la convergence uniforme.

Définitions

Définition 3.1.11. On appelle norme de la convergence uniforme la norme pour (f,),

et fde Fg(I);

Définition 3.1.12. Une suite d’applications f, : I — K est dite uniformément
convergente sur [ s’il existe une application f : I — K telle que,

lim_(sup|fu(z) - /()| = 0.

n—-+oo =y

ou encore,
Ve > 0; IN; Va; Vn[n > N = |fu(x) — f(x)] < €.

m ||~ £l = 0.

ou encore li
n—--+

Interprétation

Nous avons |f,(z) — f(x)] < e & f(z) —e < fu(x) < f(z) + €. On dit que pour
n > N, le graphe de f, est contenu dans une bande de largeur 2e¢ symétrique par
rapport au graphe de f.

Proposition 3.1.13. La convergence uniforme implique la convergence simple.
En effet;

Vo, V| fu(@) = f@)| < |{[fou = fIl 72 O
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3.1. SUITES DE FONCTIONS

La réciproque est fausse.

nx

Exemple 3.1.14. Soit f,(z) = =
nx

converge simplement vers

avec x € [0,00[.On a montré que cette suite

0 si z€l0,1]
1 siz=1 '

fa) = {

1 : 1
1fn = £l = sup|fufz) = f(z)] = sup ;= = lim - =

c’est-a-dire que ||f, — f|| - 0, d’ou la convergence n’est pas uniforme.

Critere de Cauchy pour la convergence uniforme

Théoréme 3.1.15. Soit (f,), une suite de fonctions surl. Pour que la suite f,), soit
uniformément convergente sur I vers une fonction f il faut et il suffit que :

Ve > 0; AN; Vn, Ym; Vo € Iln,m > N = |f.(x) — f(2)] < €
ou encore
Ve > 0; IN; Vn,Vm; Ve € [ [n,m > N = ||f, — full < €

2xn

Exemple 3.1.16. Soit f,(x) = 152 O I=10,1]. 2
Nous avons lim f, = f = 0. Comme la borne supérieure de la fonction y —— i
n—s+00 1+ yQ

1 1
sur [0, +oo[ est égale a 5 pour y = 1, on a ||f,]| = sup|f] = X Alors f, — 0
I

simplement mais pas uniformément.

Comment montrer qu’une suite de fonction converge uniformément.

Pour montrer qu’une suite de fonctions (f,,), est convergente uniformément :
1- On montre qu’elle est convergente simplement, ce qui permet de définir f.
2- On cherche a majorer |f,(xz) — f(z)| par une suite (&,), de nombres réels positifs
qui converge vers 0 telle que (g,,), ne dépend pas de z.

Pour déterminer (e,),, on a deux méthodes.
a) Majorer |f,(z) — f(z)| indépendamment de x.
b) Calculer sup |f,(z) — f(z)] a l'aide de I’étude de la fonction |f,(z) — f(x)] .
zel
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3.1. SUITES DE FONCTIONS

Opérations et convergence uniforme

Théoréme 3.1.17. Soient (f,)n, €t (gn)n deuz suites dans Fg(I) uniformément conver-
gentes vers f et g respectivement, et A € K, Alors

(i) La suite (fn + gn)n converge uniformément vers f + g.
(1i) La suite (Af,)n converge uniformément vers \f.
(1i7) Siles applications f et g sont bornées, la suite (fngn)n converge uniformément

vers fg.

Remarque 3.1.18. Dans (iit), 'hypothése (f et g bornées) ne peut pas étre omise, sans
quoi le théoréeme est faux.

3.1.4 Propriétés de la convergence uniforme
Continuité

Théoréeme 3.1.19. Soit (f,), € Fr(I), une suite de fonctions uniformément conver-
gente vers f. Si toutes les fonctions f, sont continues en xy, alors f est continue en
xo-

Démonstration.
Soit € > 0; AN /¥n > N,Vx € I; | fu(z) — f(2)| < % (3.1.1)
Fixons un entier n > N , f,, étant continue en x,, alors

Hexiste 6 > 0 Vo € I} |z — x| < 6 = |fu(x) — fulzo)| < % (3.1.2)

De (3.1.1) et (3.1.2) on obtient

Vo € I;|v — 20| <0 = [fu(®) = falwo)| < [f(2) = ful)] + [ fa(®) — falwo)]
+[ ful@o) = f(zo)| <€
[

Corollaire 3.1.19.1. Si f,, — [ uniformément et si toutes les fonctions f, sont
continues sur I, alors f est continue sur I.

Remarque 3.1.20. 1) Si une suite de fonctions continues converge vers une fonction
non continue, la convergence n’est pas uniforme.

2) Le théoreme donne une condition suffisante pour que f = lim f,, soit continue, mais
cette condition n’est pas nécessaire. Il peut arriver que les fonctions f,, étant continues
, f soit continue, sans que la convergence soit uniforme.
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3.1. SUITES DE FONCTIONS

Exemple 3.1.21. Soit (f,), telle que I = [0, 2].

2 . 1
nT si 0<ox < —
, 1 )
falz) =4 —na?+4+2n si—<zx <=
nT, o m
0 six > —
n

Les fonctions f,, sont continues, et lim f, = f = 0 simplement.
n—>-+4o00

Car :
Siz =0, f.(0)=0.
2
Siz >0, fu.(xr)=0pourtoutn > —.
x
Cependant la convergence n’est pas uniforme puisque :

1
an - f“ = fn(*) =n — +oo lorsque n — +o0.
n

Exemple 3.1.22. Si une suite de fonctions (f,,), converge simplement vers f, alors f
n’est pas nécessairement continue.

Soit I = [0, 1], et soit f,(x) = 2"

Il est claire que f,(z) — f(z) telle que

0 si z€l0,1]
1 siz=1 '

o~

f n’est pas continue.

Exemple 3.1.23. 1l existe des suites (f,), qui convergent vers f continue. Soit

0 si x<0
1
nT si 0<a<—
(1) = 1 4
Inlz) —nr+2 si—<zxr<-—
n n

. 2

0 six > —

n

-Pourz <0,ona lim f,=0
n—>-4oo

2
-Pour z > 0, on an > — = f,(z) = 0 par conséquent lim f, = 0, donc la limite
n—>- —+00

est continue sur R bien que la convergence n’y soit pas uniforme puisque :
| fnll = sup | fn(x)] = 1 ne tend pas vers zéro.
z€eR
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Intégration

Théoréme 3.1.24. Soit (f,), une suite de fonctions intégrables sur I = [a,b] conver-

geant uniformément vers f. Alors

a) f est intégrable sur |a, b

[ s = [ @)

Démonstration. a) Soit € > 0, il existe n tel que :

< flz) < falz) +

€

Vain[a, b fu(x) — 2(b—a)

2(b—a)

car f, — f uniformément.

La fonction f, étant intégrable, il existe une subdivision d = {zg, x1, ....

telle que :

Z(Mm - mnz)<xl - l'ifl) <

NN e

ou M,, = sup f,etm, = inf f,.
[i—1,24] [25—1,24]
En notant M; = sup fetm;= inf f.
[wi—1,7] [£5—1,2]

Alors (3.1.3) implique pourl < i < k que

€ €
T T gy S ST oG )
Ce qui donne compte tenu de (3.1.4)
k k ¢
Z(Mz — ml)(:cl — SCifl) < Z(an — 77”an)(l'Z — 371;1) + 5 < €.
i=1 i=1

Ainsi, f est intégrable.

(3.1.3)

2} de [a,])

(3.1.4)

b b b
b) Onapourtoutn;|/a fn(x)dx—/a f(x)dx|§/a |fo — fldze <||fu—fl[(b—a) —

0.

]

Remarque 3.1.25. La condition f,, — f uniformément est suffisante mais non néces-

b b
saire pour que %H_r%/ fulz)dz :/ f(x)dx.

a

Exemple 3.1.26. Soit
0 si 2=0

o1
folz) = 0 si nggl '

1
1 si0<a<—
n
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1 .
Pour n > —ona fn(z) =0 donc lim folz) = f(z) =0

1
Mais cette convergence n’est pas uniforme car : sup f,, = 1Vn , cependant / fo(z)dx
0

[0,1]
1 1
—— 0= / f(z)dz
n 0

1 1
¢’est-a-dire, malgré que / fu(z)dx = / f(x)dx, mais le convergence n’est pas uni-
0 0

forme.

Dérivation

On aimerait pour pouvoir donner un théoréme semblable a celui de la continuité
ou celui de I'intégration mais malheureusement , ce n’est pas possible.

Théoréme 3.1.27. Soit (f,), une suite de fonctions continiment dérivables sur |a, b]
(fn € C'a,b],R) vérifiant les propriétés suivantes :

a) La suite (f]), converge uniformément vers g sur [a,b].
b) 1l existe un point xq € [a,b] tel que la suite (fn(xo)) soit convergente vers une limite
.
Alors (fu)n converge uniformément vers f sur [a,b] avec f € C'la,b],R) et l'on a

Va € [a,b]f' (z) = g(z). /
Autrement-dit : nlrJnroo fl(x) = ( lim f.(z )) .

n—> —+00

Démonstration. Nous avons f,(z) = fu(zo —i—/ It

D’apres (3.1.24,a)) on a hm / fLt)dt = / g(t)dt uniformément sur [a, b].

Z0o
Ainsi (f,,), converge umformement vers f définie par :

f@) = lim _fu(zo) / dt—l+/

n—-4

comme f continfiment dérivable, alors f’ = g. ]

3.2 Séries de fonctions

3.2.1 Définitions et propriétés

Définition 3.2.1. Soit (f,),) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes

définies sur un ensemble non vide I C R, associons a cette suite la suite de fonctions
n

(S,)n définie par : > fj.

k=0
On appelle série de fonctions sur (/) de terme général f,, le couple ((fn)n, (Sn)n). La
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3.2. SERIES DE FONCTIONS

suite (S,)n est appelée n-ieme somme partielle de la série de fonctions ((fy)n, (Sn)n)

+oo +oo
Définition 3.2.2. La série Z fr est appelée reste d’ordre n de la série Z fr-
k=0 k=0
+oo
Définition 3.2.3. On dira que Z fr est convergente en x(y € [ si la série numérique
k=0
+oo
> fu(zo) est convergente.
k=0
400
On dira que Z fr est convergente sur I (ou bien sur une partie A C I) si la série
k=0

+oo
> fu(z) est convergente en tout point z € I ( respectivement z € A), dans ce cas on
k=0

+oo
dira que la série Y  fi(z) est simplement convergente suri(respectivement sur A).
k=0

On a donc les équivalences suivantes :

> fn converge en zo < Y fu(xg) converge < (S,(x9)), converge.

> fn converge sur [ < Va € I; Y f,(x) converge < (S,), converge sur I.

Ainsi :
La convergence simple d'une série sur I équivaut a la convergence simple de la suite
de ses sommes partielles (S,,), sur I.

+oo
Définition 3.2.4. Soit Z fn une série convergente sur I et (S,), la suite de ses
n=0
sommes partielles. La fonction S : I — C définie par S = ini S, est appelée
n o0
“+o0o
somme de la série et est notée S = Z U,.
n=0

Remarque 3.2.5. Les théoremes généraux relatifs aux séries numériques demeurent
vrais, avec les modifications nécessaires, pour les séries de fonctions.
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3.2. SERIES DE FONCTIONS

3.2.2 Convergence uniforme

Définition et exemple

+oo
Définition 3.2.6. Soit Z fn une série de fonctions, on dit que cette série est uni-
n=0

formément convergente sur I si la suite (S5,), des sommes partielles est uniformé-

ment convergente ot S,,(z) = Y fu(z). En cas de convergence, la limite S telle que
n=0
+oo
S(z) =Y fu(x) est appelée somme de la série.
n=0

Remarque 3.2.7. Ainsi la convergence uniforme de Z fn sur un ensemble FE signifie :

<e].

S @)

k=n+1

Ve > 0; AN; /Vn;Vx € E |[n > N =

Alors la convergence simple s’exprime par :

+o0o
Vo € E; Ye > 0; AN; /Vn; {n>N:> > fulx)

k=n+1
+o0
On notera : Z fi=5-25,
k=n+1
Exemple 3.2.8. Soit f,(x) = z".
n n+1l _ 1
Alors Vo # 1; Sp(z) = > fulz) =1+az+ ... +2" = xil , cette série converge
m —
k=0
1
donc simplement dans I =| — 1, +1]. vers la fonction S(z) = . . Cependant la
-z
convergence n’est pas uniforme sur [ =| — 1, +1[.

En effet,
lim (Sp(x) — S(x)) = 400 , Vn, donc ||S,(x) — s(x)|| ne tend pas vers zéro.
<

r—1
Par contre, dans chaque intervalle [—6, d], avec 0 < 0 < 1, la convergence est uniforme.

Critere d’Abel pour la convergence uniforme

Théoréme 3.2.9. On considére la série de fonction de terme général f,. Si f, s’écrit
sous la forme : Vx € I; fu(x) = ep(x)gn(x) avec
(1) Va € I; e,(x) est décroissante vers 0.

(2)  lim ilgkn(fv)l =0.
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3.2. SERIES DE FONCTIONS

(3) AM > 0 tels que Vo € I; Vn € N : <M.

égi(x)

Alors la série de terme général f,, converge uniformément sur I.

Exemple 3.2.10. On considére la série de fonctions complexes de terme général :

mnx
e

Vn € N; Vo € Is = [0,21 — d]avec ¢ €]0, 7] et a € [0, 1] fu(z) = CESID

On montre que cette série converge uniformément sur /s, en utilisant le critere d’Abel.

1 .
O veIn —¢&n n ) n = ———¢€t g, = """,
n pose Vr € Is; fn(x) = e,(x)gn(x), avec &, () CFSID et go(z) =e
Nous avons
(1) e,(z) décroissante vers 0 car « €]0, 1.
(2) On a
Ve N, suplen(e) = et (@) ) =0
n , suplen(z)| = ——— et lim (suple,(2)|] =
$e£ (n + 1)0‘ n—s+o00 xeg

(3) > gi(x) = 14"+ (").....+ (™)™ qui est une somme d’une série géométrique de
i=0

) n 1— iz\n+1

premier terme go(z) = 1 et de raison ¢ = €'*, on en déduit que, Y _ g;(z) = 1(6356

i=0 - ¢
car e* # 1Vx € I5. On doit trouver une majoration de Z gj(x)| qui soit indépendante
5=0
de la variable x et n, puisque e”(”“)‘ = 1 on en déduit que :
n 14+ ’eia:(n+1)| 9
2.9 T—co] = [i—en]

nous avons

|1 —e™| = \/(1 — cosz)? + sin®z = \/1 —2cosz + cos? x + sin?

=2 —2cosz = 1/4sin2§ = 2|sin2§|

< 5<
T—=<T
- 2

IS
IA

T xZ
=2sin = car 0 < =
SlIl2 car 9

x T
Premier cas : 0 < - < — < —

27272 -
La fonction sinus est croissante sur |0, 5 ce qui permet d’en déduire : |1 — €| =

xz
2sin = > 2sin -.
Sln2 Sln2
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R T x )
Deuxiéme cas:§§§§7r—§<7r
. . ;o ™ . £ 1 .x .
La fonction sinus est décroissante sur [—, ce qui permet de déduire : sin 5 > sin(m —
s
4] o

5) > sin, or on a sin(m — 5) = Sin§

i T , e ~
Ainsi on obtient : |1 — ™| = 2sin — > 2sin 5 puisque les inégalité sont les mémes

dans les deux cas, on en déduit que :
2sin -  sin—

" 2 1

Z gj(x)| < 5= 5= M. Alors d’apres le critere d’Abel, on en déduit que la
5=0

. . 2
série de fonction converge uniformément sur /5.

3.2.3 Convergence normale

+o0
Définition 3.2.11. Soit Y f,, fu(z) : I — K (K =R ou C) une série de fonctions,

n=0
on dit que cette série est normalement convergente sur I si la série numérique :»_ || /||

n
ou || full = sup | fn(x)]|, est convergente.
zel

Proposition 3.2.12. Soit fi, fo: [ — K, alors
|f1— foll < |l fi — fal|  inégalité triangulaire

Démonstration. nous avons

Ve e I |fi(z) + falo)] < [fi(x) + fol@)] < Al + [[f2]]-

Par récurrence

11+ fot o full < (LA 2l + - A [l

O
+oo
Théoreme 3.2.13. Si la série Z fn converge mormalement sur I; Alors elle est
n=0
uniformément convergente sur I.
Démonstration. D’apres Proposition (3.2.12) on
Vn, Vp > 1; || far1 + oo+ frapll S N farall + ool ol (3.2.1)
d’ou la convergence est uniforme d’apres le critere de Cauchy. [
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3.2. SERIES DE FONCTIONS

—+00

Corollaire 3.2.13.1. Soit Z fn: fn i I — K une série de fonctions ; s’il existe une
=0
n oo
série numérique & terme positifs convergente »  ay,, telle que : Vn; VY € I, | f(x)] <
=0
400 "
Gy, alors la série Z fn est normalement convergente sur 1.
n=0
+o0o : 2 2
. sin(x“ +n
Exemple 3.2.14. Soit > f, telle que; f,(z) = W, onaVreR; |fu(zx) <
=0
1 " +00 +oo
ol et on a a, = o) on salt que z‘ann est convergente, donc la série z% fn est
n= n=

normalement convergente, donc uniformément convergente dans R.

Remarque 3.2.15. La convergence normale est plus forte que la convergence uniforme.
Il existe des séries uniformément convergentes qui ne converge pas normalement.

3.2.4 Convergence uniforme et propriétés d’une série de fonc-
tions

Continuité

+oo
Théoreme 3.2.16. Soit Z fn: fn: I — K une série de fonctions uniformément

n=0
convergente sur I. Si toutes les fonctions f, sont continues en xq € I, la somme S de
la série est continue en xy € 1.

+00
Corollaire 3.2.16.1. 57 toutes les fonctions f, sont continues sur I et si Z fn est

n=0
uniformément convergente sur I, alors la somme est continue sur I.

Remarque 3.2.17. Les hypotheses sont celles du Théoreme(3.2.16), on peut donc écrire :

+o00 400 +o0
Jim 3 (@) =3 tim ful@) = 3 falo):
n=0 n=0 n=0

+00
Geénéralisation : Si Z fn est uniformément convergente surl, et si la limite finie

n=0
+0o0

mli_rggo fa(z) = a, (xo € I) existe quel que soit n, la série Y a, est convergente et 'on

n=0
a
“+o0o +oo +o0
dm 3 ale) = 3l fu(e) = 3 anao).
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Remarque 3.2.18. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer qu’une série donnée
n’est pas uniformément convergente en démontrant que la fonction somme (S(z) est
discontinue en un point.

Exemple 3.2.19. Etudier la convergence uniforme de la série :

z? + i + i + + v
T2 T arae 1522
+o00 $2
Nous avons Z W, supposons z # 0, alors la série est une série géométrique de
- xe)"
1
raison 5 et de premier terme 2%, Alors S(z) = 2*———— =1+2* Siz =0
x T 1422

5n(0) =0, dou lim 5,(0) = S(0), on a d’autre part ligloS(x) =1 # 5S(0) donc S
est discontinue au point x = 0.
Alors la convergence n’est pas uniforme.

Intégration

+oo

Théoréme 3.2.20. Soit > _ f, , fu: I = [a,b] — K une série de fonctions unifor-
n=0

mément convergente sur |a,b). Si les fonctions f, sont intégrable sue [a,b] , alors il

est de méme pour la somme de la série et ['on a,

b b [+00 +oo 1p
/ S(x)dx :/ <Z fn(x)> de =Y [ folz)dz.
@ @ n=0 n=0"%
+00 g x
En outre, la série Z/ fn(z)dx converge uniformément sur [a,b] vers / S(t)dt.
n=0"? a
Exemple 3.2.21. Nous avons
- ] )
5 - S - S

convergent uniformément sur chaque intervalle [a, b] C]—1, 1], on peut donc les intégrer
terme a terme de 0 & x avec |z| < 1. Alors,

+oo ( 1)n$n+1 00 ( 1)”.1'”
1 p— pu—
n(z) nzzo n+1 — n

+00 —1)" 2n+1
arctanx = Z %

n=0

2n+1
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Dérivation
+00
Théoréeme 3.2.22. Soit Z (@) ; fo: I — K une série de fonctions dont le terme
n=0
général f, sont continiment dérivables sur [a,b] (f, € C" ([a,b],K) .
Si,
+o0
a) > fa est convergente au un point zy € [a,b],
n=0

b) > fi(x) est uniformément convergente sur [a,b).

Alors, la série Y fuo(z) est uniformément convergente sur [a,b] et U'on a

n=0
+o00 ! +o00
- (E50) =X 1)
n=0 n=0
+00 "
Exemple 3.2.23. Soit ;:Ofn ) telle que f,(z) = BT I =[0,1]; nous avons

1 1 .
|fn(z)] < 3 car 2™ <1 donc ) e est convergente, On a convergence normale d’ou

la convergence uniforme donc la convergence simple sur [0, 1].
La somme est-elle dérivable ?
(¢) Les fonctions f, sont dérivables a dérivées continues sur [0, 1].

xn—l
En effet; f/(x) =

n?(1 + zn)?
(17) La série Z fn(z) converge au moin en un point de [0, 1].

(t4i) La série des dérivées converge uniformément sur [0, 1].

! 1

Alors la somme est donc dérivable sur [0, 1] et I'on a :

Pour z € [0,1] §'(z (Z fo(z ) =§fé(x)
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Exercices

Exercices
1. Soit & € R, on considere la suite de fonction définie sur [0, 1] par
n>1 fu(z)=na"(1l—x)*
a. Montrer que la suite (f,,)nen converge simplement sur [0, 1] et trouver sa limite.

b. Montrer que la suite (f,,)nen converge uniformément vers sa limite ssi o > 1 sur
0.1 )
2. Soit u,(z) = e " sin o le terme général d'une série de fonctions définie sur

[0, +00[. Montrer q’elle converge simplement vers une fonction f dérivable et que

f(w) = f i (2).

n—=
3. Montrer que la série de fonction définie par son terme général :
1 .z . ,
Up(7) = —; sin — converge uniformément sur R, on note f sa somme.
n
1
Exprimer / f(x)dx comme somme d’une série numérique.

4. Soit u,(r) = —;——5—, le terme général d'une série de fonctions.
n® +n’x

Montrer qu’elle converge sur tout R vers une fonction f dérivable.
5. On considere la série de fonctions définie sur [0, 1] par le terme général u,(x) =

1 . n
ﬁsm(wx ).

a. Montrer que cette série converge vers une fonction f, uniformément sur tout
intervalle [0, a], avec 0 < a < 1.

11
b. On note v,, = / — sin(ma")dz.
0 n

Montrer que la série (v,) converge, et en déduire que l'intégrale généralisée de f sur
[0, 1] est convergente. En déduire que

+o0o +o00 11 ) .
nglf(x)dx = ,;1/0 Esm(ﬂx ).
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e 4
Chapitre

Séries entieres

La théorie des séries entieres permet d’exprimer la majorité des fonctions usuelles
comme somme de séries. On dit qu’'une fonction analytique est une série qui peut
s’exprimer localement comme série entiere convergente. Ceci permet de démontrer
des propriétés de ces fonctions, de calculer des sommes compliquées et également de
résoudre des équations différentielles.

4.1 Définitions et propriétés

Définition 4.1.1. Une série entieére est une série de fonctions avec U, (z) = a,2" ou
a, € Cet z € C. a, est le coefficient d’ordre n, ag le terme constant. Par convention,
on pose 2° = 1Vz € C. Si U,(z) = a,z™ ot a, € C et x € R, on parle de série entiére
a variable réelle.

Proposition 4.1.2. - S’ existe R € [0, +00] tel que |z| < R, la série de terme général
Un(2) = a,2" converge .

- Si|z| > R, la série diverge.

- De plus si 0 < |r| < R, la série converge normalement sur le disque fermé D, =
{z € C/|z| <r}.

Remarque 4.1.3. On considere la série entiere de terme général U, (x) = a,z".

-S’il existe R € [0, +oo[U{+00}, )c’est-a-dire que R peut prendre la valeur infinie), tel
que z €] — R, +R|, la série de terme général U, (z) = a,z" converge.

- Si || > R, la série diverge grossierement.

- Pour la convergence normale, il suffit de prendre r € [0, R[ et x € [—r, +7].

Définition 4.1.4. R est le rayon de convergence de la série. Dy = {2z € C/|z| < R}
est le disque de convergence. Par convention, on a Dy = () et D, = C.
Dans le cas réel | — R, R est l'intervalle de convergence.
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1
Proposition 4.1.5. - S lim {/|a,| = L € [0, +o0] alors R = T

n—>-+400
Ap41

an

- Si lim
n—>—+00

1
= L € [0,4o00| alors R = I

Démonstration. Pour z # 0, on a

)l = §/ {lanl.

On en déduit que : grg |z| 1/ |an| = L|z] avec z # 0. Ainsi la série de terme général
n [e.9]

n

a, 2" = {/|an||z"| = |z

U,(z) converge si L|z| < 1 d’apres le critere de Cauchy pour les série numériques.
g P yp

1
Si L €]0,4o0], alors on a la convergence si |z| < — et la divergence si |z| > —

L L
-SiL=0alorsona lim /|U,(2)] =0et R=+o00.
n—>+00
-Si L = +o00 alors on a EH& /| Un(2)| = +00 et R = 0.
Pour la seconde partie de la démonstration la procédure est identique. O

Exemple 4.1.6. Soit la série entiere de terme général U,(z) = z". On sait que cette
o
1
série converge pour |z| et que : » 2" = . :
—z

n=0

Exemple 4.1.7. Soit la série entiere de terme général U,,(z) = nlz", avec z # 0. Pour
savoir sin cette série converge, on utilise le critere de D’Alembert. Ainsi, on a :

(n + 1)1z
nlzm

an+1(z)
an(2)

= (n+1)|z|.

Or ini (n+ 1)|z] = 400 donc pour tout z # 0 la série diverge, on dit que le rayon

de convergence de cette série entiere est 0.

Z?’L
Exemple 4.1.8. Soit la série entiére de terme général U, (z) = —, avec a € R. Nous
n

avons

- NI (o B
an(2) (n+1)e n+1 n—+00

Donc le rayon de convergence est R =1 (|z] < 1).

n

Exemple 4.1.9. Soit la série enticre de terme général U, (z) = —-.
n n
Ona {/|U,(2)| = |i3’ - 0; Alors le rayon de convergence est R = 400 (convergence
n? n—+oo

pour tout z).
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4.2. OPERATIONS SUR LES SERIES ENTIERES

nsin(MT”+%)Zn

Exemple 4.1.10. Soit la série entiere de terme général U, (z) = a , avec
(a>1)
On a n/|Un(z) — a51n(2nﬂ—+ )|Z|
2 1
Lorsque n € N la fonction n — sm(ﬂ + 7T) prend les valeurs 5 et —1, on a donc

1
sup \/|Ux(2)| = a%|z]. Or on a a%|z] <le|zl<—+= a”%. Alors R=a"2.
k>n

1
az2

Remarque 4.1.11. Etude sur le bord du disque de convergence
400

Pour une série entiere Z a,z" dont le rayon de convergence R est distinct de 0 et de

n=0
+o00, la Proposition (4.1.5) laisse , dans le doute, la nature de la série entiére en un
point z du bord du disque de convergence, c¢’est-a-dire pour z € Ctel que z = R.
Tous les cas peuvent se produire : convergence absolue, semi-convergence, divergence.
Par exemple (1) U,(z) = n*2" avec ( @ € R%), R = 1. Nous avons |U,(z)| = n®,
pour tout z tels que |z| = 1 ne tend pas vers 0 quand n tend vers oo. La série diverge

en tout point du bord du disque de convergence .

z 1

(2) Up(z) = L avec (aeRy), R=1 Sia>1, onremarque que |U,(2)| = p—
1

pour |z| la série de Riemann <a> est convergente, par conséquent la série entiere est

absolument convergente en tout point du bord du disque de convergence. Si 0 < a < 1,

étudions les cas z = +1, pour z = 1 on a la série de Riemann (a) divergente. Si

(1) !

z = —1 on a la série alternée ( ) convergente .

4.2 Opérations sur les séries entieres

On considere les séries entieres de terme général U, (z) = a,z" et V,(z) = b,2" de
rayon de convergence R, et R, respectivement.
e Si on considére la série entiére de terme général Wn(z) = cp2" = Up(2) + Vo(2) =
(an, + by)2". Alors R. > min(R,, Ryp), de plus si R, 7é Ry R, = mm(Ra, Rb).

e Si on consideére la série entiere de terme général W,,(z) = d,2" Z Uk(z

n n

> (ax2®) (bpr2"*) = 2" (a — kb,_y), alors R. > min(R,, Ry).

k=0 k=0

+o0

Exemple 4.2.1. On consideére les séries S; = Z 2" et Sy = Z —z", OnaU,(z) = 2",
k=0
Vo(z) = =2", (Vn,a, = 1,b, = —1), alors R, = 1 et Ry = 1.
+o0 +oo +oo
Donc S =Y c,2" =) (an+b,)z" = > (1+(—1))2z" = 0, a pour rayon de convergence
k=0 k=0 k=0
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R, = 400 > min(R,, Ry).

Exemple 4.2.2. On consideére les séries S; = Z 2" R, = 1.

On considere la série entiere définie de la mamere suivante : by = 1, by = —1, et

Vn > 2,b, = 0, on en déduit que : Sy = 1 — z qui a pour rayon de convergence
—+00
Ry, = +00. Si on calcul S = S; x Sy on obtient W, (2) = d,z" = 2" Z(akbn_k), on en

k=0
déduit que : dy = agby = 1, dy = agby + a1bp = —1+1 =0 et donc Vn > 1, d,, = 0,
R; =+

4.3 Dérivation et intégration des séries entieres

4.3.1 Propriétés

+oo

Théoréme 4.3.1. Soit Y a,z" une série entiére de somme f(z). La fonction z —
n=0

f(2) est continue dans le disque de convergence de la série.

Proposition 4.3.2. Soit la série entiére définie par :
+00

S(z) =) apa™ telle que © €] — R, +R|[, ot R est le rayon de convergence.
n=0
Si la fonction S est Ct™ sur ] — R, +R|[ alors

+oo +oo
=Y na,x" = > (n+ 1)apsiz”
n=1 n=0

Alors, cette nouvelle série a aussi pou rayon de convergence R.

Corollaire 4.3.2.1. Soit la série entiere définie par :

S(z) = Jio a,z" telle que v €] — R, +R|, ou R est le rayon de convergence.
On posenzo
" |
Z (n— 17 g:oann +1

Le rayon de convergence de cette série est lui aussi égal a R, et Vo €] — R, +R]|,

T'(z) = S(x).
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4.3.2 Applications

+o00 1
1. On connait la série géométrique Vr €] — 1, +1], Z 2" = —— et on connait
n=0 -
1 +o00 400 J}n+1
une primitive / N = —In(1 — ). La primitive de Y _ 2" est égale & Z ST
- n=0
+o0o "
Alors on déduit que In(1 —z) = = > —.
n=1 n
De plus
+oo (. \n +00 n
Vre]— 1410 +a) =In(l— (1 —2)) = =5 =" _ S (-t
n=1 n n=1 n

2. On sait que

Vo €] —1,+1],arctan(x) = ;[ln(l +z) —In(1 — )]

arctan(z) = ; [io(—l)”_lx ZO:O n] 20:0 [”_—1—1] "

n=1 n nln

Pour tout n impaironan =2p+1,Vp € N

+o00 -1 (2p+1)—1 1 2p+1 +o00 2p+1
[( ) Tl ]— —Vr el —1,+1]

arctan(z) = 2 2p+ 1 2p+ 1

p=0 p=0

3. Considérons la fonction arctan z qui est la primitive de q qui s’annule en 0.

1+ a2
Pour obtenir son développement en série entiere Vo €] — 1, +1[ on utilise le résultat

précédent, on obtient

v 1) &

En intégrant cette série avec arctan 0 = 0 pour déterminer la constante, on obtient

+o00 x?n—&-l
Ve el —1,+1 t = 1" .
x €] —1,41] arctanz nzz:o( )2n+1
. - N : 1
4. On cherche le développement en série entiére de la fonction f(zx) = —————
) ) ) 1 — 3z + 222
puisque 1 — 3z + 22% = 2(x — 1)(z — 5), alors f(z) = ] + T, OF IOUS avons
T — T —3

2
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4.4. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

1 1 = 1 2 2 =
r—1 -z gx ¢ r—1  2x-3 1—2z 7;]< z)", avec
—-l<z<l
+00
Donc f(x Z:L‘ -2 Z (22)" = > (=1 —2"""2" on pose a, = (—1 —2"),
n=0

alors f(z Z apx”, R = 5

4.4 Développement en séries entieres

4.4.1 Propriétés
Si on considere une fonction définie au voisinage de zéro, existe t il une série entiere

et un rayon de convergence r tels que : Vz €] — R, +R], Z QnX

Remarque 4.4.1. Si f est développable en série entiere en zéro, alors f est C*° sur un
voisinage de zéro.

Proposition 4.4.2. Si f est développable en série entiére en zéro, alorsVr €]—R, +R|

+oo f(n)(y
) = SO

o n!
Démonstration. Puisque f est développable en série entiere en zéro, alors
Vx €] — R, +R[ f Zan =ay+ar+ ... +az" + ...

Ainsi on en déduit que f ( ) = 0 = ag. Puisque f est développable en série entiére, on en
déduit que f est C* sur | — R, +R|. On dérive la fonction f et aussi son développement
en série entiere en zéro, on obtient,

Vo €]—-R,+R|, Z na," ' = ayx+2ax+ ... +na,a" '+ ..., donc f(0) = ay,
+o00
et f(z) = > n(n — 1)a,z"" = 2a + ... + n(n — L)a,z"' + ..., on déduit que
n=0
1"(0) = 2ay = 2lay. En réitérant ce procédé, on obtient :
(n)
VneN, a, = M O
n!
+o00

Conséquence 4.4.3. - Si la série entitre »  a,2" = 0 pour tout = €] — R, +R] avec

R =0, alors Vn € N, a,, = 0. "

- Soit 'application f développable en série entiere en zéro, si f est paire, il n’y a que
des termes de degré pair dans son développement en série entiere. Si f est impaire, il
n’y a que des termes de degré impair dans son développement en série entiere.
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4.4. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

Remarque 4.4.4. Si f est indéfiniment dérivable , f est-t-elle développable en série
entiere ?
Pour répondre a cette question, on est amené a considérer pour une fonction f définie

+0o £(n) 0
sur | — R, +R|[ la série S(z) = > f(l;)()x”, cette série est dite série de Taylor
n!

associée a f. "
Plusieurs cas peuvent alors apparaitre.
1. La série de Taylor S(z) est convergente sur | — R, +R[ et converge vers f. Alors f
est développable en série entiere.

2. La série de Taylor S(x) est divergente sur | — R, +R[. Alors f n’est développable
en série entiere.

3. La série de Taylor S(z) est convergente sur | — R, +R[ mais ne converge pas vers

f(x). Alors f n’est développable en série entiere.
Afin de contourner ces différentes difficultés sur le développement en série entiere,

on utilise la proposition suivante.

Proposition 4.4.5. On considére une fonction f de classe C*° sur | — R, +R[ avec
R > 0. On suppose qu’il existe M € Ry tel que Vo €] — R, +R[ et¥n € N, |f™(z)| <
M. Alors f est développable en série entiére en zéro.

4.4.2 Applications

1. Pour la fonction f(x) = €®, nous avons VR > 0, Vo €] — R,+R[ et Vn € N |
|f™(z)| < ef. Donc f est développable en série entiere en zéro.

0 , &
Vz €] — R +R[ f(z)=)_ o ou Vo €] — R, +R[ "= ) avec R
n=0 : n=0 """

quelconque.

2. Soit la fonction f(z) = €™, Vo € R, ¥n € Non a |fu,)(z)] = |i"e"| < 1
R A () I
Alors; Vo € R, f(x) = E A E —a". c’est-a-dire que , Vz € R on a
n=0 n.

n=0 nl
© = Z n!
n=0
+o0 on
Conséquence : Vz € C on a e* = —
— n!
: : et +e”
3. Pour la fonction f(z) = coshz, puisque Vo € R, on a coshx = ———— alors
1 +00 " +o0 (—1)”[[)” +oo 1 + (_l)n "
coshz = — — + — = ————— | —, si n est impair, alors il
2 z_:o n! nz—:o n! ;::0 2 n! P
. 1+ (=1)" . . o
existe p € N tel que : n=2p+ 1 et — = 0, si n est pair, alors il existe p € N
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4.4. DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

1 + _1 n ) ) —+00 x2p
tel que n = 2p, et # =1, on en déduit que coshx = Z —
2 “— (2p)!
et —e”

4. Pour la fonction sinhx , on a sinhx = — Vo € R. On obtient sinhx =
+o00 l,2p+1
= (2p+ 1)

T efiz
5. Pour la fonction cos z, puisque Vo € R, cosx = — en utilisant le résultat

précédent, on en déduit que :

1+00‘n +oo (__\n,.n 400 [,n _A\n n
cosxr = 3 nzzo (ZZ') +7;)<2!x] = nzzo [Héﬂ} %, selon la parité de n on

+o0 —1)P 2p
obtient, cosx = Z (1)

eim —iz _1 $2p+1
6. Pour la fonction sinz on a sing = ———— = )
=0 (2p +1)!

et ceci Ve € R, et n = 2p.

Proposition 4.4.6. Pour o € C — N, la fonction : f(z) = (1+z)* = e*0+) g5t de-

= —1 — 1
veloppable en série entiére sur]—1,4+1[ et on a (1+z)* = > ala—l).la=n+ )

n=0

n!
Remarque 4.4.7. Dans le cas ou a € N, on utilise la formule du bindme de Newton.

Démonstration. Ici on ne majore pas une constante de n. Ceci ne permet pas d’utiliser
Proposition (4.4.5). On utilise une autre méthode.

On considere la fonction : f(x) = (1 + 2)® sur | — 1,+1[ et f(0) = 1, on a alors,
I’équation différentielle suivante

af(x)
1+z

fl(z) =a(l+2)* ! = , YreR et f(0)=1.

Réciproquement, si on considere I’'équation différentielle
(x+1)y =ay sur ]—1,+1] et y(0)=1 comme condition initiale.

On déduit que f(z) = (1 4+ )% sur | — 1,4+1[ et f(0) = 1 est solution.
Ainsi, on obtient

Vz eR, f(x)=(1+2)%tf(0)=1)< (Ve eR, (x+ 1)y =ayet f(0)=1).

+00

On cherche donc les séries entitres S(z) = ) a,az™ solution de cette équation diffé-
n=0

rentielle. La condition y(0) = 1 donne S(0) = ap = 1.
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On a
(x+ 1)y =ay
—+00 “+o00
= (142)) naz" ' =a) aa"
n=1 n=0

“+o00 —+00 +00
= Z na,z"t + Z na,r" = « Z an,x"
n=1 n=1 n=0
+oo +0o0 +oo
= Z(n + Daynz”™ + Z na,r" = a Z anx"
n=0 n=0 n=0
+00 +too
= > ((n+ Daps1 +nay)z" =a ) aa”
n=0 n=0
Ainsi on obtient par identification que ¥n € N, (n + 1)a,41 + na, = aa, ou encore,
Vn €N —
n Qpe1 = ——a
sy Un+1 Tl+*1 n
En utilisant ce résultat et la condition initiale ay = 1, on en déduit que, Vn € N.

ala—1)..(a—n+1)
n! '

a, =
Puisque la solution de I’équation différentielle est unique, on obtient; Vo €] — 1, +1]

flz)=0Q4+2)*= —io ala—1)....(a—n+1)

n=0

n!
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Exercices

Exercices

1. Déterminer le domaine de convergence des séries entieres données par les termes
généraux suivants et étudier la convergence aux bornes, on convient que dans les
différents cas z est complexe et x réel.

o Z2n

b. u,(2) = o e. u,(z) = o
n"z"

¢ un(2) === £ un(2) = (nv/n)z"

2. Déterminer le domaine de convergence des séries données par leur terme général,z €
C,zeR

_ nl(x 4 3)" B (x4+1)"
8. un(2) = T d snl2) = (n+ 1)In2(n+1)
b. vn(@) = (14 )" (2 = 1)") . to(z) = (200)"
(2 — 20y (n+22)
c. wy(z) = o

3. Développer en série de Taylor dans un voisinage de zy les fonctions suivantes :
a. y=214+33 -2+ 2+4 20 = —2

1
z
c.y=¢e’ z0=—3

by: 20:1

4. On donne 'équation différentielle
2y +y +ay=0 (E).
+00
Déterminer la série entiére »  a,2z™ dont la somme est solution de (E).
n=0
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Chapitre 5

Equations différentielles

5.1 Equations différentielles du premier ordre

5.1.1 Généralités
Définition et exemples

Définition 5.1.1. Etant donnée une fonction de trois variables F, on appelle équation
différentielle du 1°" ordre toute relation de la forme :

F(z,y,y") =0 (5.1.1)

entre la variable z, la fonction y(x) et sa dérivée y'(z). La fonction ¢, dérivable, est
dite solution ou intégrale de I'équation différentielle (5.1.1) sur un ensemble I de R si
Vo €I, F(z,p(z),¢'(x) = 0.

Exemple 5.1.2. 3 + y = x admet sur R la solution ¢(z) = x — 1.
zy’ — 1 =0 admet sur R* la solution ¢(z) = In |z|.

Intégrer une équation différentielle c’est déterminer toutes les solutions en précisant
s’il y a lieu ’ensemble de définition de chacune.

Théoreme de Cauchy

Si f est continue et possede une dérivée continue par rapport a y sur un ensemble
ouvert © de R?, quel que soit le point (z¢, o) de €, il existe une solution unique ¢(z)
de I'équation y' = f(z,y) définie au voisinage de xq et tel que y(xg) = yo.

Pour xy donné la solution dépend de .

L’ensemble des solutions d'une équation différentielle du 1°" ordre dépend d’une constante
arbitraire A, yy = p(x, \).

Cet ensemble de solutions sera appelé Intégrale générale.
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5.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

En donnant des valeurs particulieres pour A on obtient des solutions particulieres. La
condition y(xg) = yo est appelée condition initiale.

Exemple 5.1.3. Intégrer 'équation différentielle y — 3" = 0, telle que y(1) = 1.

d 1
y’—y:()(:)—y:dxd’ofly:/\e“”,ory(l):1@1:/\ecequidonne/\:<
y e

Donc la solution de I’équation générale est donné par y = e* 1.

Interprétation géométrique de la solution d’une équation du 1 ordre

a) Eléments de contact : Soit y = f(x,y).
Si f vérifie les hypotheses de Cauchy elle définie une application de 2 dans R qui
associe a chaque couple (z,y) la dérivée y'.

M(z,y) € Q — (MT) tel que (MT) est le coefficient directeur 3.
(M, MT) est un élément de contact.

La donnée d'une équation du 1¢ ordre définit ainsi un " champ" d’éléments de contact
dans le plan, une courbe (C) étant courbe intégrale si I'ensemble de ses éléments de
contact appartient au champ précédent.

Y
A
-
M/
Y ;
O X X

b) Intégration graphique : La construction des éléments de contact voisins fait ap-
paraitre un contour polygonal qui permet un tracé approximatif des courbes intégrales,
c’est le principe d’intégration graphique.

Ce tracé est d’ailleurs facilité par la construction préliminaire des isoclines, ensemble
des points des courbes intégrales en lequel la tangente a un coefficient directeur donné
m.

L’équation cartésienne des courbes s’écrit donc f(z,y) = m.

Exemple 5.1.4. Soit 'équation différentielle xy’ = 2y.
m
Les isoclines d’équation y = Ex sont des droites passant par 'origine.
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d d

Y oo™ oy = a2

Yy x

Les courbes intégrales sont des paraboles de sommet O et d’axe (oy).

Equation différentielle attachée a4 une famille de courbes

On a vu que les courbes intégrales d'une équation différentielle du 1" ordre dépen-
dant d’'un parametre.
Réciproquement une famille de courbes C) dépendant d'un parametre \ et définies
par I’équation

f(z,y,A) =0 (5.1.2)

En tout point M (z,y) d'un certain ouvert 2 C R passe au moins une courbe C). Le
coefficient directeur 3/ de la tangente en M étant donnée par

folx,y, \) + fo (e, 9, )y =0 (5.1.3)

L’amélioration de X entre les équations (5.1.2) et (5.1.3) donne une relation qui défi-
nit les éléments de contact des courbes Cy. F(x,y,y') = 0, cette relation représente
I’équation différentielle de la famille de courbes considérées.

Exemple 5.1.5. Soit le faisceau de cercles a points de base A et B d’équation
2yt -2y =1 (5.1.4)

En dérivant par rapport a = , on obtient 2x + 2yy’ — 2\y’ = 0 I’élimination de A donne
(% +4' — 2y — 1)y’ — 22 = 0 I'équation différentielle de faisceau.

1. La discussion de nombre de solutions y' = 0, en 3 de F(z,y,y") = 0 donne
le nombre de courbes intégrales passant par un point et permet un régionnement du
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plan.

2. L’équation F(z,y,0) correspond a l'isocline de coefficient directeur nul 3 = 0, re-
présente le lieu des points a tangente parallele a (ox) des courbes intégrales.

3. Les trajectoires orthogonaux des courbes C'y sont solution de I’équation différen-

1

tielle F'(x,y, —— ) = 0 obtenue en changeant y' en —— dans I'équation différentielle des
) Yy

C,, la tangente en M (z,y) de Cy a pour pente m =3y’ = f(z,y), il existe une courbe

I’ orthogonale en M & C), la tangente a pour pente m' = —— = ——. L’équation
m )

1 1
différentielle des courbes I' s’écrit donc —— = f(z,y) ou F(z,y,—— = 0.
Y

Exemple 5.1.6. Trajectoires orthogonales de la famille d’hyperboles H, d’équations
xy = A\
L’équation des hyperboles s’écrit xy’ +y = 0.
L’équation des trajectoires orthogonales est donc C' telle que :
1
—:B?—i-y:Ooux—yy’:O.

Cette équation s’integre directement sous la forme,

/ / dy
r—yy =0=>x=yy & x=y—
dx
2?2
de =ydy = — = — +k
rdr = ydy 5 2+

="y =k

Les trajectoire orthogonales sont donc une famille d’hyperboles de centre O et d’axes

(ox) et (oy).

xy=A

. x2y2=k
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5.1.2 Intégration des équations différentielles du 1" ordre
Equation & variables séparables

On appelle équation différentielle a variables séparables une équation du 1°" ordre
pouvant s’écrire sous la forme

g 1@

o) O 9(y)dy = f(z)dx

les fonctions f et g sont supposées continues, d’ou

/g(y)dy = /f(x)dx + A onobtient G(y) = F(x)+ A

Exemple 5.1.7.

dx a—1y
Inly—al =2+ on obtient y=a+Ce™®

Exemple 5.1.8.

y —2zy =1,
y—1 dy

1
I — = :7d
Y= Tyrr 2%

on obtient y— 1= \/|z|

Equation homogéne

On appelle équation différentielle homogene du 1°" ordre une équation de la forme
F(x,y,y') = 0, dans laquelle le changement de z en Az et y en Ay laisse ¢ invariant.
Interprétation géométrique
Soit (M, MT) un élément de contact. L’équation étant homogene, la tangente en
M'(Ax, \y) est parallele & (MT), c’est-a-dire que 'ensemble des courbes intégrales

est globalement invariantes dans toutes homothétie de centre o, ' dépend donc de g
x

On suppose que y' = f(%)
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hy

Méthode d’intégration :

d dt
On pose Y — 1 soit y = tx, on obtient dy = tdx + xdt, d’ou Yy +xz— = f(1).
x p @t dz dx
En séparant les variables, on obtient & =t pour f(t) —t #0.
l’ —

x dt
Alors lnX = / W = ¢(t). On trouve une représentation paramétrique des

courbes intégrales sous la forme
Tr = )\ew(t)
y = Ater(®)

2 2
Exemple 5.1.9. Soit I'équation différentielle 3y = 4

— X

Y

2zy
On pose g _ t, alors
x

y,:yQ—x2
2xy
RPN st
= X rT— =
Y dz 2t
L. dt t*+1 2tdt  dx
dou z— = — et ———=—
dx 2t t?+1 =z
dit*+1) dx
ou encore — ————> = —
t?2+1 x
Alors,
A
241
A
YT e
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Equations linéaires

Définition 5.1.10. On appelle équation différentielle linéaire du 1° ordre une équa-
tion sous la forme

a(z)y +b(z) = f(x) (5.1.5)

dans laquelle les fonctions a, b, et f sont supposées continues sue un méme sous-
ensemble I C R. a et b sont les coefficients de 1’équation.
On appelle équation sans second membre associée 1’équation

a(z)y’ +b(z)y =0 (5.1.6)
Théoréme fondamental

Théoreme 5.1.11. La solution générale de [’équation différentielle linéaire du 1°
ordre (5.1.5) s’obtient en ajoutant a une solution particuliére de l’équation compléte
(5.1.5) la solution générale de l’équation sans second membre associée (5.1.0).

Intégration de ’équation (5.1.6).

L’équation a(z)y’ + b(x)y = 0 est & variables séparables, on peut écrire :

dfy__b(x) - doit ngz— b(x) .
y a(m)d dou ] A /a(m)d’

c’est-a~dire y(z) = Ay1(z) avec y;(z) = e

Exemple 5.1.12. Soit I’équation différentielle linéaire (1 + z%)y’ — zy = 1.
Il est facile de vérifier que y = z est une solution particuliere de I’équation donnée.
Résolution de I’équation sans second membre, (1 + 2?)y — zy = 0.
2
Nous avons @ vd = E <d<1+$)> , dot y = AV1+ a2
dv 1422 2\ 1+22
La solution générale est © + AV 1 + 2.

Méthode de la variation de la constante

Dans le cas ou ’on ne connait pas la solution particuliere de I’équation différentielle
linéaire on utilise la méthode de variation de la constante.
Soit y = Ayi(x) la solution générale de I’équation sans second membre, on se propose
de chercher §'il existe des solutions de I’équation de la forme y = A x)yi(z), A(z)
représente maintenant une fonction dérivable de la variable x, et on a

y = XN(@)y(x) + Az)y (2)
a(z)y +b(x)y = a(z) [N (2)y1(z) + Mz)yi ()] + b(z)A)yi (z) = f(z)
Aw)a(z)yy(x) + Mz) [a(x)y (z) + b(z)y (2)] = f(x)
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Or a(z)y; (x) + b(x)y: () =0

()

a(x)y(z)

d’ott M(z) = ¢(z) + C avec ¢(z) = /
Clest-a-dire y = (x)y; () + Cy1(z).

puis donc X' (z) =

x
@
a(z)y: ()
Exemple 5.1.13. Intégrer 1'équation : 3 cosz + ysinz = x.

L’équation sans second membre : 3/ cos x +ysin z = 0 admet comme solution générale
Yy = Acosz.

On pose y(z) = A(z) cos z, alors y' = N(z) cosx — \(z) sinx =z
T

[N (x) cosx — A(z) sinz] cosx + A(x) cosxsinz = z, donc N (z) = d'ou A(z) =

cos? x

wdx X o : :
/ 5. apres une intégration par partie on obtient A(z) = zrtanx — /tan rdr =

COs® T
ztanz + In|cosz| 4+ C.

Finalement y = C' cosx + xsinz 4 cosz In | cos z|.

Equation se ramenant a une équation linéaire

1) Equation de Bernoulli :
On appelle équation de Bernoulli une équation différentielle du ler ordre de la forme

a(x)y’ +b(x)y = f(x)y*

- Si a = 1 I’équation est linéaire.

- Si a # 1, en divisant les deux membres de I’équation par y“, on obtient
a(x)y'y™ + b(z)y' ™ = f().

On pose z =y, alors 2/ = (1 — a)y~ Y/,

d’ou I’équation linéaire 1@(3:) 2+ b(x)z = f(x).

Exemple 5.1.14.

y — xy = 2xy° (5.1.7)
. 5 .1 Y o Yo,
En divisant par y“ on obtient,— — = = 2z, on pose z = — soit 2z’ = ——, I’équation
y v y?
devient :
z+x2 =2z (5.1.8)
on remarque que z = x est une solution particuliere de (5.1.7), I’équation sans second
dz dx ) A
membre donne — = —— on obtient z = —.
z x x

Alors z = x + — est la solution générale de (5.1.8), et par conséquent la solution
x

1
énérale de (5.1.7) est ——
g ( ) R

T
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2) Equation de Riccati :
On appelle équation de Riccati une équation différentielle du 1" ordre de la forme

y = a(z)y’ + b(z)y + c(z)

On ne peut intégrer cette équation que lorsqu’on connalt une solution particuliere.
Supposons que y; est une solution particuliere, alors

vh = a(@)yi + b(a)y + c(x)

Y =y = a(@) [y — 1] + b@)(y — u).
En posant y — y; = z on obtient

2 =a(x)z2(2y; + 2) + b(x)z

2 = a(z)2* + [2a(x) +y + b(z)] 2,
on ait amené a une équation de Bernoulli.

Exemple 5.1.15. Intégrer 3/ = y* — 22y + 22 + 1
On remarque que y = x est une solution particulieére, on pose y = x + z, alors 1 + 2’ =
(z + 2)? — 22(x + 2) + 2> + 1, on obtient 2’ = 2°.

2 1\’ 1
On integre cette équation, On écrit — =1 c’est-a-dire (> =—1dou - =—x+ A,
z z z
1

A—2x

finalement y = = +

5.2 Equations différentielles du second ordre

5.2.1 Généralités

Définition et exemples

Définition 5.2.1. On appelle équation différentielle du 2e ordre toute relation de la
forme :F(z,y,y',y") = 0 entre la variable z, la fonction y(x) et ses dérivées premicre
et seconde. La fonctiony, deux fois dérivable, est alors dite solution ou intégrale sur I
sous-ensemble de R si Va € I, F(z,p(z), ¢ (z),¢"(x)) =0

Exemple 5.2.2. L’équation y” + w®y = 0, admet pour solution sur R, ¢, (x) = cosx
et y(x) =sinz

Exemple 5.2.3. L’équation y” = 0, admet pour solution sur R, tout polynéme du 1¢
degré o(x) = ax + b avec (a, b) arbitraires.

On admettra sans démonstration que, sous certaines hypotheses, une équation dif-
férentielle du 2° ordre admet une infinité de solutions dépendant de deux constantes
arbitraires A; et Ay @ y = p(z, A1, \2), I'ensemble de ces solutions constitue l'intégrale
générale et représente ’équation d’une famille de courbes de deux parametres C}, »,
appelées courbes intégrales.
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5.2.2 Equation se ramenant au premier ordre

1) Equation ne contenant pas vy :
Soit une équation différentielle de 2e ordre F'x,y,1/,y") = 0. En posant z = 3 'équa-
tion devient F(z,z,2") =0

Exemple 5.2.4. soit 'équation y” 4+ 4> = 0, en posant z = 7/ on obtient 2’ + 2* = 0,

z 1 , dy 1 PR
alors —— =dr = — =2 — 29 (o constante), par conséquent z = — = , d’ou
z z T T — X9
dx
dy = =y — 9o = In |z — z¢|, la solution dépend de deux constantes g, yo.
r — XIo

2) Equation ne contenant pas z :
Soit une équation différentielle de 2e ordre F'z,y,y',3") = 0. Si I'on considére que ¢’
comme fonction de y, en posant 3’ = z(y) on obtient

o Gy _dz_dzdy dz
Cdr  dr  dy'dr  dy’

z
y joue donc le role de variable, et 1’équation devient F'(y, z, zd—) = 0, c’est une équation
Y

du 1°" ordre pour z.

d
Soit z = @(y, A1) lintégrale de cette équation, alors z = d—y = ¢(y, A1) ou encore
T

dy dx
= dx, alors en intégrant : z = f(y, \1) + A2 avec f(y,\) = /7
ey, \1) ey, \1)
Exemple 5.2.5. Soit I'équation y*y” + v = 0.
En posant 3 = z(y) soit 3" = 22/, Péquation devient y*22’ + 2z = 0, en écartant la

solution banale z = 0 (correspondante & y = k), nous avons y*2'+1 =0 = 2/ = —+ Ay,
Y

d 1
on ait amené a 1’équation du premier ordre &z + A1, alors

de vy
dy ydy 1 1
dr = = =—(1- dy.
! %4')\1 Ay +1 >\1( Aly—l—l)y
. 1 1
Dotz = —y — — In|A\y + 1| + Aa.

5.2.3 Equation différentielle linéaire du second ordre

Définition 5.2.6. On appelle équation différentielle linéaire du 2° ordre une équation
de la forme

a(z)y” + b(x)y + c(x)y = f(x) (5.2.1)
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a,b,c, f sont des fonctions sur I C R.( a,b, c sont appelés coefficients de 1’équation).
On associe a cette équation I’équation dite sans second membre

a(z)y" +b(x)y + c(x)y =0 (5.2.2)

Théoréme fondamental.

La solution générale de I’équation (5.2.1) s’obtient en ajoutant & une intégrale parti-
culiere de I’équation complete l'intégrale de 1’équation sans second membre. Si y est
la solution générale de (5.2.1) et yo est une solution particuliere de (5.2.1), et Y est la
solution générale de (5.2.6), alors y =y + Y.

Intégration de I’équation sans second membre

a) Cas ou l'on connait deux solutions particulieres
Si yp,y2 sont deux solutions de (5.2.1, alors y; + y2 et A\y; avec (A € R sont des
solutions de (5.2.6). y; et y, sont dits linéairement indépendants s’il n’existe pas deux
constantes Ai, Ay non nuls telles que : Vo € I My1(x) + Agye(z) = 0 ceci entraine
My () + Aap () = 0
Alors le systeme

My(z) + Aoy (x) =
My () + Xays(r) =

0
0
n’admet que (A1, A\2) = (0,0) comme solution. Donc le determinant

_ yl( )
w(z) = ’ vi(z) () ‘

appelé Wronskien de 11, y» n’est pas nul; Au contraire si w(z) = 0 alors y; et y, sont
linéairement dépendants.

Théoréme 5.2.7. La dimension de [’espace vectoriel des solutions de ['équation a(z)y"+
b(z)y" + c(x)y = 0 est égale d 2.

Conséquence 5.2.8. Si y; et ys sont deux solutions linéairement indépendantes de
I'équation sans second membre, la solution générale s’écrit Y (z) = Ay (z) + Aaya(z),
A1, Ao sont deux constantes arbitraires.

Exemple 5.2.9. 3" +wy = 0, y; = coswz et sin wx sont deux solutions indépendantes
car

w(m) _ COsSwx SN wr —w 7& 0

—wsinwr w coswr

Y = A\ coswx + Ay sinwz.
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Exemple 5.2.10. 3" — wy = 0 , y; = coshwz et sinhwz sont deux solutions indé-
pendantes Y = Aj cosh wx + Ay sinh wz.

b) Cas ou 'on connait qu’'une solution particuliere
Soit y; une solution de (5.2.6), on pose y = y;z donc y = yyz +y12' et v’ = ylz +
212" + 2"
Soit a(x) [yyz + 2y 2" + y12"] + b(x) [y12 + 112'] + c(z)yz = 0 en tenant compte de
ay] + byy + cy; = 0, alors on obtient ay; 2" + (2ay; + by, )z" = 0, c’est une équation que
I’on peut intégrer facilement.

Exemple 5.2.11. Soit I'équation ?y” + zy’ —y =0, y; = .
y=xz=1y =z+x =y =2+ 2",
!
3

alors 2°(22' + #2") + 2(z + x2') —xz = 0 dot 2" + 32" = 0 ou = = —=, ce qui donne

z T

A
/

A Al 1
Z = 71, donc z = —— + Ao, on obtient y = aZ + Aoz ou encore y = C;— + Csz.
z? x? 2 €T

Intégration de I’équation complete

a) Dans le cas ou l'on connait une solution particuliere ( il suffit d’appliquer le
théoreme fondamental, y = yo + Y.

Exemple 5.2.12. Soit I'équation z%y” + zy’ —y = 2®, la solution de I'équation sans
second membre est Y = C— 4+ Cyx, on cherche une solution particuliere sous la forme
x
d’un polynéme de 3°™¢ degré yo = ax® donc g, = 3ax?, et yj = 6ax ce qui donne
1 T
a= 3’ donc la solution générale de I’équation donnée est y = 3 + C1— + Chx.
x

b) Si on ne connait pas de solution particuliere on applique la méthode de variation
de constantes.
Soient ¥y, deux solutions indépendantes de (5.2.6) y = A\y; + A2ye la solution
générale de 1’équation sans second membre.

On pose y = A (x)y1 + Aa(x)y2 olt A\, Ay sont des fonctions, alors 3y = N (z)y; +
Xy(2)yo + M (2)yy(x) + Aa(z)yh(x), en imposant la condition \|(x)y; + Ay(x)ys = 0

a(Xy(2)yr + Ay()y2 + A (7)1 (2) + Ao(2)y(2)) + (A (@)1 + Aa()ys) + c(M()yr +
Xo(2)y2 = f(x), mais on a

ayy + by + ey = 0
ayy + by + ey = 0

on obtient
Ni(@)y(x) + Xy(2)ya(x) = 0 ,
N (@)Y (x) + Xy(@)ys(7) = Mf (z)
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Y1 Y2

0
Y Yo 7

w(z) = |

car yi, yo sont linéairement indépendants.

Exemple 5.2.13. Soit I’équation y” + y = tan z.

Onay’+y=0=y =\ cosz+ \ysinuz.

Alors ' = =y sinx + Mg cosz si N cosz + A\ysinz = 0. Et ¢/ = —\| sinz + A, cosx —
A1COST — Agsin .

En reportant dans I’équation on obtient :

y' +y = =N sinz + N, cosx = tanz,

on a le systéme

N cosx + Aysinx =0

—\jsinz + \,cosz = tanz = 0
Tot N — —sinx

=

Alors,

,et A\, =sinx

= COST —
COS T COS T

A = sinx—ln|tan(§ + £)| + Cy
Ay = cosx + (.

r w
La solution générale s’écrit : y = Cy cosx + Cysinz — cosz In | tan(§ + Z)l

5.2.4 Equation linéaire & coefficients constants

Définition 5.2.14. On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coef-
ficients constants une équation différentielle de la forme

ay” + by +cy = f(x) (5.2.3)

dans laquelle a, b, ¢ sont des constantes.
On associe a (5.2.3) I’équation sans second membre

ay” +by +cy=0 (5.2.4)
Si yo est une solution de (5.2.4) et Y la solution générale de (5.2.4), alors y = yo + Y.

Intégration
On pose y = €', alors y = re’™ et y” = r’e¢"™, en reportant dans (5.2.4) on obtient
ar?e™ + bre™ + ce™ =0 or € # 0 donc on obtient

ar* +br+c=0 (5.2.5)
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Alors y = €™ soit solution de I’équation différentielle si et seulement si r est racine de
(5.2.5).

Discussion

1) Si (5.2.5) admet deux racine différentes r; # 79, alors y; = €% et yo = "% sont deux
intégrales particulieres de (5.2.4) linéairement indépendantes car r; # rq, l'intégrale
générale s’écrit y = A\e”* + Age"™".

2) Si A< 0, ry et 5 sont complexes conjugués, la solution générale s’écrit y = Ae™* +
Ao€"?" on choisit Ay = A; alors y = A" + A" = 2Re(A\ ™).

Exemple 5.2.15. a) ' — 2y =3y =0, onar*—2r —3r=0=1r = —1,7r, = 3,
alors y = A\~ + Xpe®
)y —2y+5y =0,onr*—2r+5r =0=1r =1—-2i,rp =1+2i, doty =
e” (14 oS 2x + puy sin 2.
—b
3) Si (5.2.5) admet une racine double 1 = 1 = —, y = €'* est une solution

2a
particuliere. On cherche la solution générale sous la forme y = €z, ou z est une

fonction inconnue de x, nous avons 3y = e"*(rz + 2) et y’ = ™ (r?z +2r2’ + 2"), en
reportant dans 1’équation on obtient : €™ [a(er +2rz" + ")+ b(rz + 2') + cz} =0,

donc €™ [ar2 +br + cz + (2ar + b)2' + az"} =0, alors 2" = 0, d’ott 2 = Mz + Ay, la
solution générale est donnée par y = €™ (Ajx + Ao.

Exemple 5.2.16. 3" +4y +4y =0, onar’+4r+4r =0=1r, =ry, = —2 , alors
Y = 6—2&0(}\11, + )\2.

Intégration de I’équation compléete

La solution de I’équation sans second membre étant supposée connue, on peut :
- Soit utiliser la méthode de variation de constantes .
- Soit chercher une solution particuliere de degré n de (5.2.3).
1) f(x) = P,(z) ou P, est un polynéme de degré n. Il est naturel de chercher une
solution particuliere sous la forme d’un polynome :
1) de degré n si ¢ # 0.
2) de degré n+1si ¢ =0 eth # 0.
3) de degré n+2sic=0et b=0.

Exemple 5.2.17. y" — 2y’ — 3y = 32° + 1, on cherche la solution particuliere sous la

4
forme y = ax? + Bz +, alors ¢ = 2ax + et ¥’ = 2«, on trouve a = —1, 5 = 37 =
—17 . 4 17
——, la solution générale est y = \je™% 4+ \pe™® — 22 + §$ 3

2) f(z) = €™ P,(z), avec (m € C, on cherche une intégrale particuliere sous la
forme y = €™ z(z), alors y = €™ (mz +2), et i = ™" (m?2* +2mz’ +2"), soit apres
simplification par €™, az” 4 (2am + b)2’ + (am* + bm + ¢)z = P,(z).
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On se trouve ramené au cas précédent, on prendra donc pour z(x) un polynoéme :

- de degré n si (am? 4+ bm + ¢ # 0 c’est-a-dire si m n’est pas racine de I’équation
caractéristique.

- de degré n + 1 si, am?® +bm + ¢ = 0 et 2am + b # 0 (m racine simple).

- de degré n + 2 si, am® +bm + ¢ = 0 et 2am + b = 0 (m racine double).

Exemple 5.2.18. ¢’ — ¢y’ = 2xe”, ici m = 1, on a m = 1 est une racine simple de
I’équation caractéristique 72 — 1. On cherche une solution particuliére sous la forme
y = e”z(z) ou z(z) est un polynéme de degré 2, n ici égale a 1 puisque P,(z) = 2x),
c’est le cas (n+1).

z(r) = az® + Br + 7, donc 2/ = 2ax + B et 2” = 2a, en reportant dans I'équation, et

2 x

1
apres calcul on trouve a = 2 B = —g5 la solution particuliere est y = ew(i — 5)

La solution générale est donc y = A\je” 4+ Age™ ¥ + %(332 —x).
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Exercices

Exercices

1. Classer les équations différentielles suivantes selon l'ordre et le degré :

3 9
ot G- () (5o
b 1L9 L R0 9 v v

Cde? dt  C q
c. " +ay +2y(y) +ay=0 Yt

2 2 dx

d Q@%—x dv +v=C

S dr?2dx dz N g (V) +20y") +y =cosz

2. Intégrer les équations différentielles suivantes :

L. a. zy +(1+z)y=0 . yVIi—22+y> =0
b. sinxdy = ydz

2. a. y +y =2’ c. ycosz+ysiner=1+ux
b. 2y —y=Inx

3. Intégrer les équations différentielles suivantes :
a. vy’ =1 c. v —4y=0
b. ¥ +yy =0 d. ¥ +y —2y=0

S

. Intégrer I'équation différentielle

2*y" + xy’ —y = 0 en posant y = €*

5. Intégrer par la méthode de variation des constantes I’équation différentielle
1
y' +y=
cos T
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