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Correction (EXAMEN DE RATTRAPAGE )

EXERCICE 1
1- Sur I’ensembleR. On considére la relation binaire R définie par :
Vx,yER: xRy e cos’x+sin?y=1
1- Rest Reflexive (ieVx € R: x F x) (1)
Ona Vx ER: cos?x+sin?x=1,douxRx
2- R est symétrique (ieVx,yeR: xRy =yRx)(1)
Vx,yER:OnaxRy o cos?x+sin?y=1
On sait que cos? x + sin? x = 1 et cos? y + sin® y = 1 donc
cos? x + sin® x + cos?y +sin*y =2
= cos? x + sin? y + cos?y + sin? x = 2
=1+ cos?y+sin?x=2
= cos?y+sin?x =1
=>yRx
3-Rest transitive (ieVx,y,ze R: xRyetyRz =xR2z) (1)
xRy & cos? x +sin®>y = 1.(3)
yRz © cos?y +sin?z=1..(b)
En additionnant ces deux égalité on trouve cos? x + sin? y + cos? y + sin? z = 2
donc cos? x + sin? y + cos? y + sin> z= 2 on a sin? y + cos? y = 1 donc

cos’x+sin?z=2—-1=cos’x+sin’z=1



d’ouxRz
finalement R est une relation d'équivalence sur R

2-Soit F une relation définie sur N* par
Va,beN* :aFbe Ik eN*: b=ak

1- F est Reflexive (ie Va e N* : a F a) (1)
OnaVaeN':3k=1€eN*: a=d¥,a=a',douaFa

2- F est anti- symétrique (ieVa,b €N* :aFb etbFa=a= b)(1)

Va,b €EN* :aFb e 3k, EN*: p=ak
aFb e 3k, EN*: b=a* (i)
b Fa & 3k, € N*: a = bkz(ii)

En remplacant (i) dans (ii) on obtient a = aki’? = glaky o kyky=1=k, =k, =1
=>a=5b
3- Fest transitive (ieVa,b €N* :aFb etbF c=aFc) (1)

aFb e 3k, €N*: b=ak (i)
b Fc & 3k, € N*: ¢ = bk2(ii)

k
a=ck"? =ckk1 donc 3k = kyk; EN*: ¢ =aF
d’oua Fc
finalement F est une relation d'équivalence sur N*

on remarque que
Vk € N*: 2 = 3ket Vk € N*: 3 # 2*¥donc 2%3 (1)
Ja,b €N" :aXbethbRa (a=2etb=3)dou

L’ordre est partiel



EXERCICE 2 (13)
* estune L CIsur IR(1)
Soientab e R donc a+b—abe R dou axheR
ae R\ {1}etbe R\ {1} = axb € R \ {1} ( raisonnement par I’absurde )
en supposant que a# 1 etb # 1 etaxb=1
Ona axh=1 = a+b—ab=1 = a+b(l—a)=1 = a—1+b(l—a)=0
>@—1)(1-b)=0 = a=1 ou b=1 Nous obtenons une contradiction.
1- *commutative Va,be R\ {1}axb=bxa( 0.5)
Ona a*hb== a+b—ab== b+ a—ba=bh*a
2- x associative
(a*b)*c=a*(bxc)=a+ b+ c—ab —ac—cb + abc (1)
3- I’element neutre (€) Va€e R\ {1} axe=exa=a (1)
Soitae R\ {1} ana axe=a = => a+e—ae=a= a+e—ae-a=0>
e—ae =0 = e(1-a=0=> e=0 (a#1)
4- I’élement symétrique  Va€R\ {1}, 3a€ R\ {1} a*d=d*a=e (1)
axad=e = a+*xa=0 = a+d-aa=0=> d-ad=-a = a(l—a)=—a

=>4=

—e R\ {1},

1

Finalement (R \ {1}.*) est un group commutatif

b- On munit R de la loi de composition interne ° définie par :
Vx,y ER:x°y = x5 +y5

°commutative Vx,y€ R x°y=y°x

Vx,y € R:x°y = /x5 +y5=3/y5 + x° = y°x (0.5)

© associative (1)



5
(x°y) °z=({/x5 + y5)°z = \/5\/x5 +y5 +25=1x5 +y° +z°

x°(y °z)=x°(}fy® + z5) :5\/){5 +3y5 + Z55=i/X5 + y> + z5 d’ou® associative
- P’element neutre () VXE R xxe=exx=x (1)

Soitxe R ana xse=a = Vx°+e’=x > x°+e® =x° = e° =x°

= e=0

’élement symétrique Vx€R,3%€ R x*x =% *x=e (1)

xxize > = Yx5+4° =0 = x5+i£°=0>x°=-%° = x)° = (—0)°
=>x=—-xeR

Finalement (IR.°) est un group commutatif

’application f(x) = x> est un homomorphisme de (R, °) dans (R, +)(2)

Vx,y ER : f(x°y):f( Vx5 + y5) = (/x5 +y5)° =x° +y° = f(x) + f(y) d’ou fest un
homomorphisme de (R, °) dans (R, +)

c- f est injective = Ker f={e }
Supposons que f soit injective, et montrons que Ker f={e } (1.5)

On av_xEKerf f(x):e }ﬁ: f(x):f(e) mxze donc Kerf:{E}

Ker f={e } = f est injective (1.5)

Vi,y €E f(X) = f() = fFO)fO) ! = é=—== f()°f(y ) =é = f(xOy ) =¢
Y=o f hom
=

xOy~1 EKerflﬁ xOy~1=e = x =y = f estinjective






